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1. Ogolna charakterystyka Towarzystwa Nauk
Scistych w Paryzu i jego ,Pamietnika”

Po zamknigciu Szkoty Glownej Warszawskiej zwiazanym
z upadkiem powstania styczniowego (1863) Polacy przebywa-
jacy na emigracji w Paryzu powotlali do istnienia Szkol¢ Wyz-
sza Polska zwana Szkota Montparnaska (byla zlokalizowana
przy bulwarze Montparnasse). Miata ona poczatkowo charak-
ter zakltadu dobroczynnego: swoim uczniom niejednokrotnie
zapewniata nieodptatnie nauke, zakwaterowanie 1 wyzywie-
nie'. Miata zastapié I’Ecole Polytechnique osobom nieposiada-
jacym obywatelstwa francuskiego, gldownie Polakom. Nauczali
w niej m.in. Henryk G. Nieweggltowski (1807—-1881), Eduardo
Juan Habich (1835-1909), Kazimierz Szulc (1869—1871), Adolf
E. Sagajto (1806—1877) i Wiadystaw Folkierski (1842—-1904).
W 1870 roku wtadze francuskie zamknety szkotg. Po przymu-
sowym zaprzestaniu dzialalno$ci Szkoty Montparnaskiej w tym
samym roku powstalo w Paryzu Towarzystwo Nauk Scistych?.

Jego gtownym celem bylto publikowanie w jezyku polskim ory-

' J. Dianni, A. Wachulka, Tysiqc lat polskiej mysli matematycznej,
Panstwowe Zaktady Wydawnictw Szkolnych, Warszawa 1963.

2 Tamze; W. Folkierski, Towarzystwo Nauk Scistych w Paryzu, ,,Pra-
ce Matematyczno-Fizyczne” 1895, nr 6, s. 151-175; Z. Pawlikow-
ska-Brozek, Matematyka, [w:] Zarys dziejow nauk przyrodniczych
w Polsce, red. J. Kurylowicz, FW. Sawicka, E. Szczepanska, E. Tu-
ryn, H. Wojdowska, Wiedza Powszechna, Warszawa 1983; ,,Studia
i Materiaty z Dziejow Nauki Polskiej”, seria C, z. 18, Warszawa 1974
(tom poswigcony Towarzystwu Nauk Scistych w Paryzu).



Prace z réwnan rézniczkowych w,Pamietniku TNS w Paryzu”

ginalnych prac naukowych i1 dydaktycznych polskich autoréw?.
Towarzystwo istniato do roku 1882 i wydato 12 toméw ,,Pa-
migtnika Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu” zawierajacych
prace okoto 40 autoréw. Z inicjatywy Towarzystwa opubliko-
wano takze 18 tomoéw dziet dydaktycznych. Tak obfity doro-
bek Towarzystwa byl mozliwy dzigki inicjatywie i finansowemu
wsparciu wybitnego mecenasa nauk, Jana Kantego Dziatyn-
skiego (1829-1880). ,,Pamigtnik” zawiera gtownie oryginalne
prace polskich matematykéw (dziatajacych zarowno w kraju,
jak 1 na emigracji) z zakresu rachunku rézniczkowego i catko-
wego, rownan rozniczkowych zwyczajnych i czastkowych, geo-
metrii analitycznej, algebry wyzszej z uwzglednieniem nowej
woweczas teorii wyznacznikow 1 teorii funkcji analitycznych.
Drukowano tu rowniez bardzo rozbudowane recenzje dziet dy-
daktycznych. Ponadto sporadycznie publikowano warto$ciowe
prace obcych matematykow, np. prace habilitacyjna Bernharda
Riemanna. Znaczna czg$¢ prac wydrukowanych w ,,Pamigtni-
kach” dotyczyla fizyki, budownictwa, biologii i innych nauk
przyrodniczych®.

3 'W. Wiestaw, Polskojezyczne publikacje matematyczne po roku
1800. Rola wydawnictw ,, Wiadomosci Matematycznych”, [w:] Mate-
matycy polskiego pochodzenia na obczyznie. Materialy konferencyjne
z XI Ogolnopolskiej Szkoty Historii Matematyki, Kolobrzeg, 5-9 maja
1997, red. S. Fudali, Wydawnictwo Uniwersytetu Szczecinskiego,
Szczecin 1998, s. 237-247.

4 Pamigtnik Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu”, t. I-XII, Wy-
dawnictwo Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu, Paryz 1870-1881
(egzemplarze dostgpne np. w Bibliotece Jagiellonskiej w Krakowie).
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W Towarzystwie Nauk Scistych w Paryzu bardzo aktyw-
nie dziatali pracujacy na obczyznie matematycy polscy, a wsrod
nich wspomniani juz H.G. Niewgglowski, A.E. Sagajto, W. Fol-
kierski oraz Wtadystaw Gosiewski (1844—1911). Gosiewski byt
bardzo ptodnym matematykiem. W ,,Pamigtniku” opublikowat
kilka rozpraw z matematyki i teorii sprezystosci, kierujac poz-
niej swe zainteresowania ku mechanice czasteczkowej. W 1872
roku powro6cit do kraju i zajat si¢ praca nauczycielska w szkol-
nictwie nizszego szczebla i praca biurowa, skromnie korzysta-
jac dalej ze swego nieprzecigtnego talentu naukowego. Oprocz
matematykow przebywajacych w Paryzu w ,,Pamigtniku” dru-
kowali réwniez swoje prace matematycy z czynnych osrodkéw
naukowych w kraju, m.in. Wawrzyniec Zmurko (1824—1889),
Wiadystaw Zajaczkowski (1837-1898) 1 Wiadystaw Kretkow-
ski (pseudonim Trzaska) (1840-1914) ze Lwowa, Marian A. Ba-
raniecki (1848—1895) z Warszawy oraz przebywajacy w Peters-
burgu Julian K. Sochocki (1842-1927).

Ciekawa forma dziatalno$ci Towarzystwa Nauk Scistych
w Paryzu bylto ogloszenie dwoch konkursow. Jeden nosit tytut
Krytyczne i umiejetne dziet matematycznych Hoene-Wronskiego
najprostsze i najscislejsze ocenienie, a drugi przeprowadzono
w 1873 roku, wyznaczajac nagrod¢ za opracowanie bibliografii
pismiennictwa polskiego dotyczacego matematyki, fizyki i ich
zastosowan. Drugi konkurs nawiazywal do wydrukowanej na-
ktadem Biblioteki Kornickiej w 1873 roku w Krakowie Biblio-
grafii piSmiennictwa polskiego z dziatu matematyki i fizyki, oraz
ich zastosowar Teofila Zebrowskiego (1800—1887), ktéra za-
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wierata chronologicznie opracowang bibliografi¢ do roku 1830.
Trudu opracowania tego tematu po roku 1830 nikt si¢ nie podjat
do dnia dzisiejszego. Pierwszy konkurs takze nie przyniost ocze-
kiwanych rezultatow. Poza konkursem opublikowano dwa arty-
kuty: ttumaczenie pracy Arthura Cayleya z ,,Quarterly Journal
of Pure and Applied Mathematics” z 1873 roku pt. O twierdze-
niu Wronskiego oraz powstaty w wyniku reakcji na ten pierwszy
tekst autorstwa Abla Transona Uwagi nad objawem naukowym
z powodu wzoru ogloszonego przez Wronskiego w 1812 r. i do-
wiedzionego przez Cayleya w 1873. Oba artykuty dotycza tzw.
prawa najwyzszego — tak nazwat Wronski (1778-1853) swoje
twierdzenie, z ktorego wynika wiele szczegdélowych twierdzen
1 wzorow matematycznych. O znaczeniu twierdzenia Wron-
skiego dla matematyki $wiadczy jeszcze jedna praca Transona
pt. Prawo szeregow Wronskiego — jego foronomia, ktora po-
wraca do twierdzenia Wronskiego, a takze jedna z prac nauko-
wych Stefana Banacha (1892—1945), ktory udowodnit pewne
twierdzenie z analizy funkcjonalnej, korzystajac z metody za-

wartej w dowodzie twierdzenia Wronskiego.

2. Prace matematyczne w ,Pamietniku
Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu”

,Pamiegtnik Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu” zawiera
ogotem 91 artykulow z zakresu matematyki, astronomii, fizyki,

mechaniki technicznej, budownictwa, chemii, biologii, anato-
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mii zwierzat, techniki i geografii. W tej liczbie 44 prace dotycza
matematyki z geometrig wykreslna, recenzjami dziet dydaktycz-
nych i notkami konkursowymi wtacznie. Po odliczeniu pigciu
prac obcych matematykéw (Yvona Villarceau [1813—1883] —
t. X1II, Bernharda Riemanna [1826—1866] —t. IX, Abla Transona
[1805-1876] — dwie prace w t. VIII i Arthura Cayleya [1821—
1895] —t. IV) oraz czterech not konkursowych i trzech recenzji
dziet dydaktycznych pozostaja 32 oryginalne prace z matema-
tyki autorow polskich. Ponizej podajemy petna list¢ artykutéw
dotyczacych matematyki w poszczegolnych tomach ,,Pamigt-
nika Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu”.

Tom I

1. W. Gosiewski: O funkcyach jednorodnych i jednogatunkowych

2. W. Zmurko: Dowdd na twierdzenie Hessego o wyznaczniku
Sfunkcyjnym

3. W. Zmurko: Przyczynek do teorii najwiekszosci i najmniejszo-
Sci funkcyj wielu zmiennych

4. JN. Franke: O wzglednosciach wykresinych zachodzqcych
miedzy rzutami systemow geometrycznych

5. W. Kretkowski — Trzaska: O niektorych wlasnosciach pew-
nego rodzaju funkcyj jednej zmiennej urojonej

6. W. Kretkowski — Trzaska: O pewnem zastosowaniu wyznacz-
nikow funkcyjnych

7. W. Kretkowski — Trzaska: O nakresleniu do trzech kot danych
lezqcych na powierzchni jednej kuli, czwartego kota stycznego

lezqcego na tejze powierzchni
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8. W. Gosiewski: Rozbior krytyczny dziet p. G.H. Niewegtow-
skiego, Studyum pierwsze Arytmetyka, Studyum dr[u]gie Geo-
metrya

9. Program przedstawionego do konkursu przez Towarzystwo
Nauk Scistych zadania: Ocenienie prac matematycznych
H. Wronskiego

10. W. Gosiewski: O funkcyjach jednoczesnych i jednogatunko-
wych — nota do twier. VI, Roz. II, 17

Tom II

1. W. Gosiewski: Kilka uwag o liczbie roznych wartosci, jakie
funkcya moze przybierac¢ w skutku przestawien zmiennych do
niej wchodzqcych

2. W. Kretkowski — Trzaska: Kilka uwag tyczqcych sie funkcyj
wielowymiarowych

3. W. Kretkowski — Trzaska: Dowod pewnego twierdzenia tyczq-
cego funkcyj wielowymiarowych okresowych

4. A. Sagajto: Rozbior krytyczny dziela p. Folkierskiego pt. Za-
sady rachunku rozniczkowego i catkowego, Tom pierwszy, Ra-
chunek rozniczkowy

5. W. Gosiewski: Przeglqd krytyczny dzieta p. G.H. Nieweglow-
skiego pod tytutem: Trygonometrya etc.

Tom 111

1. W. Folkierski: O rownaniach rozniczkowych czesciowych jed-
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Tom IV

1. W. Puchewicz: Teorya funkcyj zmiennej ztozonej

2. A. Cayley: O twierdzeniu Wronskiego

3. Sprawozdanie z konkursu naznaczonego przez Towarzystwo
Nauk Scistych: Ocenienie prac matematycznych H. Wron-
skiego

4. Program przedstawionego do konkursu przez Towarzystwo
Nauk Scistych zadania: Ulozenie bibliografii pismiennictwa
polskiego z dziatu matematyki i fizyki oraz ich zastosowan, od

roku 1831 az do najnowszych czasow

Tom V
1. K. Maszkowski: Perspektywa rzutowa jako wynik rzutow pro-

stokqtnych na ptaszczyzny ukosnie wzgledem siebie potozone

Tom VI
1. W. Zajaczkowski: O rownaniu rozniczkowem Xdx + X dx, +

.. + X dx =0, catkowalnem przez jedno réwnanie pierwotne

Tom VII
1. K. Hertz, S. Dikstein: Teorya liczb ztozonych i ich funkcyj
2. ML.A. Baraniecki: Rozwiniecie na utamek ciqgly stosunku
dwoch catek eliptycznych pierwszego i drugiego gatunku
3. M.A. Baraniecki: O przedstawieniach wymiernych
4. A. Sagajto: Kilka zadan geometryi analitycznej wytozonych

podtug najnowszych metod analizy nowoczesnej
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Tom VIII

1. M.A. Baraniecki: Dowdd jednego zasadniczego twierdzenia
odnoszqcego si¢ do hypergeometrycznych funkcyj

2. A. Sagajlo: Krotka wiadomosé o przedniejszych poszukiwaniach
analizy nowoczesnej nad kotem stycznem do trzech kot danych

3. A. Transon: Uwagi nad objawem naukowym z powodu wzoru
ogloszonego przez Wronskiego w roku 1812 i dowiedzionego
pozniej przez p. Cayley w roku 1873

4. A.Transon: Prawo szeregow Wronskiego (jego foronomia)

5. M.A. Baraniecki: Zasadnicze wnioski geometryczne z teoryi

algebraicznej form kwadratowych podwaojnych

Tom IX
1. B.Riemann: O hypotezach, ktore stuzq za podstawe geometrii,
rozprawa p. Riemanna, przettomaczona i objasniona przypi-

skami przez S. Diksteina i W. Gosiewskiego

Tom X
1. Sochocki: Wyznaczanie statych mnoznikow we wzorach dla li-
nijnej transformacji funkcyi 6. — Sumy Gaussa i prawo wza-
Jjemnosci symbolow Legendre’a
2. M.A. Baraniecki: O tworzeniu systemu sprzezonego podsta-
wien liniowych...
3. M.A. Baraniecki: O wyznaczaniu spolnych pierwiastkow

dwoch rownan danych przy pomocy rugownika tych rownan
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5. W. Kretkowski — Trzaska: Dowdd pewnego wzoru Lame’go
6. M. Szystowski i A. Martynowski: Rachunek wykresiny na

plaszczyznie

Tom XI
1. K. Hertz: O funkcjach nie majqcych pochodnych
2. W. Zmurko: Badania w dziedzinie nauki o réwnaniach oparte

na pogladach analityczno-geometrycznych

Tom XII

1. M. Szystowski: Rachunek wykresiny na ptaszczyznie, Czesc I1

2. S. Rychlicki: O przeksztatceniu kwadratowem

3. W. Gosiewski: O rozniczkowaniu i catkowaniu funkcji rzeczy-
wistej jednej zmiennej niezaleznej

4. Wiadystaw Kretkowski — Trzaska: Rozwigzanie pewnego za-
dania z geometryi wielowymiarowej

5. M.Y. Villarceau: Zastosowanie teoryi wstaw wyzszych rzedow
do catkowania rownan rozniczkowych linijnych

6. M.A. Baraniecki: Ocena ksiqzki pod tytutem Algebra przez
G.H. Nieweglowskiego

7 powyzszej listy wynika, ze w ,,Pamigtniku Towarzy-
stwa Nauk Scistych w Paryzu” opublikowalo swoje prace 15
matematykow polskich i pigciu obcych. Rekordzista okazat si¢
W. Kretkowski (8 prac), na drugim miejscu jest M. A. Baraniecki

Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LIl - 2013
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odpowiednio trzy i dwie prace. Pozostali polscy autorzy wydali
po jednej pracy samodzielnej, a niektorzy dodatkowo po dru-
giej wspotautorskiej. Rownaniom rézniczkowym poswigcono
trzy prace. Ich autorami sa Folkierski, Zajaczkowski i Villar-
ceau. W dalszym ciagu omowimy bardziej szczegdtowo prace

z rownan rozniczkowych.

3. Praca Yvona Villarceau Zastosowanie teoryi
wstaw wyzszych rzedéw do catkowania rownan
rézniczkowych linijnych, ,Pamietnik Towarzystwa
Nauk Scistych w Paryzu’, t. XII, Paryz 1881

Tekst Villarceau jest jedyna praca matematyczna w tomie dwu-
nastym ,,Pamietnika Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu”.
Jest to thumaczenie z jezyka francuskiego pracy De la théorie
des sinus des orders supérieurs a l'intégration des équations
linéaires, ktora byta przedstawiona Francuskiej Akademii Nauk
5 kwietnia 1 29 maja 1880 roku oraz na posiedzeniu Towarzy-
stwa Nauk Scistych w Paryzu w dniu 4 czerwca 1880 roku. Jej
autor byl astronomem francuskim i rozwazal problem zgiecia
lunet podpartych w jednym miejscu. Takie trudnosci po inzy-
niersku rozwigzywano woéwczas metoda kolejnych przybli-
zen. Villarceau sprowadzit rozwiazanie rozwazanej kwestii do
rozwiazania dwumiennego réwnania rozniczkowego zwyczaj-
nego o statych wspotczynnikach rzgdu czwartego. Rozwiazujac

to rownanie, zauwazyl, ze wykorzystujac tzw. sinusy rzedow
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wyzszych (wedtug 6wczesnej polskiej terminologii — wstawy
rzedow wyzszych), ktore rozwazat 60 lat wczesniej polski ma-
tematyk Jozef Maria Hoene-Wronski, rozwiazanie rozwazanego
roéwnania rozniczkowego mozna natychmiast wypisa¢ w jawnej
postaci. Nastgpnie Villarceau przeniost ten sposob rozwigzania
na liniowe jednorodne dwumienne réwnania rozniczkowe zwy-

czajne rz¢du m-tego postaci:

m

[/
+r"n=0,
dx" 7
gdzie m jest dowolna liczba naturalng wigksza lub rowna dwa,
a potem przedstawil metode¢ rozwiazywania dwumianowych li-
niowych niejednorodnych rownan rézniczkowych zwyczajnych
rzedu m-tego o statych wspoétczynnikach nastepujacej postaci:

d"n
Tr'n=V
dx" g

metoda uzmienniania statych. Rozwigzanie ogdlne réwnania

jednorodnego Villarceau uzyskuje w postaci:

n=Cpyrx+Corx+C,prx+..C_J rx
gdzie

GyrX, G ¥x, Prx,.... P ¥X

oznaczaja sinusy (wstawy) rzedu m — 1-go. Wskaznik zero stuzy
tu do oznaczenia kosinusa (wedtug 6wczesnej polskiej termino-

logii — dostawy).
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Metoda Villarceau zaprezentowana w pracy De la théorie
des sinus des ordres supérieurs a l'intégration des équations li-
néaires wpisuje si¢ w ogolny nurt poszukiwania przez wielu
matematykow XVIII i XIX wieku postaci rozwigzania roéwna-
nia ré6zniczkowego liniowego jednorodnego i niejednorodnego
rzedu m-tego o statych wspotczynnikach®. Dla rozwiazywa-
nia rownan roézniczkowych liniowych jednorodnych o statych
wspotczynnikach zasadnicze znaczenie ma praca Leonharda
Eulera z 1743 roku pt. O catkowaniu rownan rozniczkowych

wyzszych rzedow. Stosujac podstawienie wyktadnicze

y = epx,

Euler otrzymat wielomian charakterystyczny odpowiada-
jacy badanemu rozwiazaniu. W tej pracy przeanalizowal on
wszystkie przypadki pierwiastkow wielomianu charakterystycz-
nego, tj. oprocz roznych pierwiastkow rzeczywistych uwzgled-
nit rowniez wielokrotne pierwiastki rzeczywiste i pierwiastki

zespolone, przy czym postugiwat si¢ podstawieniami postaci

y =ée"u.

> R. Bujakiewicz-Koronska, J. Koronski, Rownania rézniczkowe do
konca XIX wieku, [w:] Matematyka czasow Weierstrassa. Materialy
XV Ogolnopolskiej Szkoly Historii Matematyki, Kolobrzeg, 28 maja
— 2 czerwca 2001 roku, red. S. Fudali, Wydawnictwo Uniwersytetu
Szczecinskiego, Szczecin 2002, s. 125-140.
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W ten sposdb pomimo niedoprecyzowanego jeszcze Ow-
czesnie pojgcia liniowej niezalezno$ci funkcji Euler uzyskat
sposob na otrzymywanie ogélnych rozwiazan dla rownan roz-
niczkowych liniowych jednorodnych o statych wspotczynni-
kach. W 1753 roku podal pewien sposob rozwiazywania rownan
rozniczkowych liniowych niejednorodnych o statych wspot-
czynnikach. Sposob Eulera opiera si¢ na zastosowaniu czyn-
nika catkujacego 1 kolejnego obnizania rz¢du rdwnania. Inny
sposob, polegajacy na sprowadzeniu rownania niejednorodnego
do uktadu réwnan liniowych rzedu pierwszego, podat w 1750
roku Jean le Ronde d’Alembert. Wykazat on takze pozniej, ze
rozwiazanie og6lne réwnania rozniczkowego liniowego niejed-
norodnego jest suma rozwiazania ogdlnego roéwnania liniowego
jednorodnego i jakiegokolwiek rozwiazania szczegdlnego row-
nania niejednorodnego. Problemem, jakie kombinacje liniowe
tworza rozwiazanie ogoélne rownania liniowego jednorodnego,
zajmowat si¢ nastgpnie Joseph Louis Lagrange i inni matema-
tycy XIX wieku. Metodg wariacji statych dla rownan rdznicz-
kowych liniowych niejednorodnych wprowadzit w 1777 roku
Lagrange. W szczegdlnych przypadkach byta ona znana ma-
tematykom duzo wczesniej. Euler zastosowat t¢ metode juz
w 1739 roku do rozwiazywania rownania rozniczkowego nie-
jednorodnego rzedu drugiego. Metodg t¢ stosowali rowniez Da-
niel Bernoulli, Pierre Simon de Laplace i ich nastepcy.

Wobec powyzszych uwag o rozwoju metod rozwiazywania
rownan rozniczkowych liniowych nalezy stwierdzi¢, ze oma-

wiana powyzej praca Villarceau o rozwiazywaniu pewnej szcze-
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golnej klasy rownan rézniczkowych liniowych niejednorodnych
ma charakter przyczynkowy na tle rozwoju metod rozwiazywa-
nia réwnan rozniczkowych liniowych rzedow wyzszych i z jed-
nej strony nawiazuje do aktualnego stanu wiedzy sprzed wieku,
a z drugiej stosuje pewne pojgcia wprowadzone przez J.M. Ho-
ene-Wronskiego rozwazane ponad 60 lat wcze$niej. Zapewne ta
druga okolicznos¢ spowodowala, ze praca Villarceau ukazata si¢
drukiem w ,,Pamigtniku Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu”
w polskiej wersji jezykowe;.

4.Praca Wladystawa Zajaczkowskiego O réwnaniu
rézniczkowem Xdx + X, dx, + ... + X dx_ =0,
catkowalnem przez jedno réwnanie pierwotne,
~Pamietnik Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu’,
t. VI, Paryz 1875

Wiadystaw Zajaczkowski byt jednym z najwybitniejszych ma-
tematykow polskich XIX wieku. Studiowal matematyke i fizyke
na Uniwersytecie Jagiellonskim w Krakowie, gdzie w 1861 roku
uzyskat stopien doktora, a w 1862 habilitowat si¢. Byta to pierw-
sza habilitacja matematyczna w Polsce. Poczatkowo pracowat
na UJ, potem w Szkole Gléwnej w Warszawie, a ostatnie 21 lat
zycia spedzit we Lwowie, gdzie od 1877 roku byt profesorem
zwyczajnym w owczesnej Akademii Technicznej. Byt autorem
bardzo obszernej i pierwszej polskiej monografii z rownan r6z-

niczkowych zwyczajnych i czastkowych wydanej przez Towa-
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rzystwo Nauk Scistych w Paryzu w 1877 roku. Wydat drukiem
blisko 50 publikacji naukowych, w tym 10 ksiazek naukowych
i podrecznikow (skryptéw) akademickich oraz kilka podrecz-
nikow szkolnych wznawianych dwu- i trzykrotnie. W czasopi-
smach matematycznych ogtosit ponad 25 prac naukowych®.

W dalszym ciagu szczegdtowo przeanalizujemy prace Za-
jaczkowskiego, ktora jest jedyna praca matematyczna w tomie
szostym , Pamietnika Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu”.
Zajaczkowski rozwaza w niej warunki catkowalno$ci rownania

r6zniczkowego postaci
(1) Xdx + X dx + Xdx,+ ...+ X dx =0,

w ktorym wspétczynniki X, X, X, ..., X zaleza od x, x, x,, ...,
x , gdzie jedna z tych zmiennych, a mianowicie np. zmienna x,
jest zmienng zalezna, a pozostale sa zmiennymi niezaleznymi.

Roéwnanie pierwotne, o ktorym jest mowa w tytule, jest postaci
Fx, x, x,, ... x, C) =0,

z dowolng stata C i jest calka ogdlna rownania wypisanego
w tytule pracy Zajaczkowskiego. Omawiany tekst sklada si¢
z siedmiu czesci. W pierwszej Zajaczkowski referuje, co w kwe-

stii catkowania rozwazanego roéwnania zostato juz zrobione

¢ Zob. J. Koronski, Wiadystaw Zajqczkowski (1837-1898) i jego
monografia z rownan rozniczkowych, ,,Antiquitates Mathematicae”
2009.
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przez innych matematykow. Na poczatku przytacza wyprowa-
dzenie warunkow catkowalno$ci rozwazanego rownania otrzy-
mane przez Eulera w Institutiones calculi integralis vol. 111. Eu-
ler formutuje warunki konieczne i wystarczajace catkowalnosci
omawianego réwnania. Jezeli mianowicie wspolczynniki tego
réwnania spetniaja nastepujace warunki:

oX, 0X, oX, o0X,

+X,— - X, =0,i=12,...,n—-1, i<k<n,
ox, Ox; Ox Ox

to rozwazane réwnanie rozniczkowe jest catkowalne i catka
ogoblna tego rbwnania moze by¢ wyznaczona w nastgpujacej po-

staci tzw. rOwnania pierwotnego:
F(x,x,x,, .., x,C)=0.

W czgsci drugiej Zajaczkowski omawia metodg Eulera cat-
kowania rownania rézniczkowego (1). W czegsci trzeciej przed-
stawia pewne uproszczenie metody Eulera, ktora zaproponowat
Natani w ,,Crelle Journal” (t. LVIII, s. 304). Chodzi o to, ze
w metodzie Eulera jest pewna niedogodnos¢. Mianowicie ko-
lejne réwnanie rozniczkowe, do ktérego sprowadza sig catko-
wanie rownania danego, moze by¢ utworzone dopiero po scat-
kowaniu wszystkich réwnan poprzednich. Zajaczkowski w tej
kwestii pisze tak:

Tg¢ niedogodno$¢ mozna usunac, gdy zamiast catki ogdlnéj szu-

ka¢ bedziemy calki nazwanéj przez Jacobiego (Crelle Journal,
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tom LVII) gtéwna, tj. gdy za stata catkowania brac¢ bedziemy war-
to$¢ poczatkowa zmiennéj zaleznéj, czyli warto$¢ dowolna, ktora
zmienna zalezna przyjmuje przy wartosci szczeg6lnéj na zmienna

niezalezna.

Cze$¢ czwarta omawianej pracy Zajaczkowskiego zawiera
metode Emila du Bois-Reymonda (,,Crelle Journal”, t. LXX,
s. 299-313), ktora potem sprowadza do przypadku uktadu row-
nan postaci:

dx = Z X.dx,,
i=1

do ktorego daje si¢ sprowadzi¢ rownanie (1), co rozwinat
A. Mayer (,,Mathematische Annalen”, t. V, s. 418-470). Me-
tode¢ Du Bois-Reymonda uogolnit Zajaczkowski, jak sam o tym
pisze, nie znajac wtedy jeszcze pracy Mayera.

W ostatnich trzech czg$ciach omawianej pracy Zajaczkow-
ski przechodzi do rozwiazan osobliwych. W czg$ci piatej czy-
tamy:

Procz catki ogolnéj, zawierajacéj jedna stala dowolna, posiada
uwazane réwnanie niekiedy tak zwane rozwiazania osobliwe,
przez ktore rozumiemy takie catki, ktore nie zawieraja staléj do-
wolnéj i nie mieszcza si¢ w catce ogolnéj, tj. nie daja si¢ otrzy-
mac z catki ogdlnéj przez podstawienie jakiéj$ wartosci szczegol-

néj za ilo$¢ stata dowolna.
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W tej czesci Zajaczkowski omawia zwiazek miedzy catka
0go6lng postaci
x=f(x,%,...x,,C)=0,lub  F(x,x,x,,..,x,,C) =0,

a rozwiazaniem osobliwym réwnania czastkowego postaci:

dx = z X.dx,.
i=1
Zwiazek ten jako pierwszy w przypadku dwoch zmiennych
niezaleznych podat Lagrange (Legons sur le calcul des fonctions).
W pracy Zajaczkowskiego na temat rozwiazania osobliwego, gdy

znana jest catka ogdlna rownania rézniczkowego, czytamy:

Aby przekonac sig, czy jaka$ catka, niezawierajaca w sobie sta-
1¢j dowolnéj, jest lub tez nie jest rozwigzaniem osobliwém, dos¢
tylko z catki ogolnéj wyrugowacé jedna zmienng za pomoca catki
badané;j. Jezeli wartos¢ na C z wypadku rugowania wyplywajaca
jest funkcya pozostatych zmiennych, wtedy catka badana bedzie

rozwiazaniem osobliwém.

W szbstej czesci pracy Zajaczkowski zajmuje sig rozwiaza-

niami osobliwymi rozwazanego rownania

dx = zn: X,dx,,
i=1
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Jezeli

y = y(xaxlaxZa'--axn) = 0
jest catka rownania rézniczkowego

n
dx = Z X.dx;,
i=1
zawierajqcq w sobie zmiennq x, i jezeli toz rownanie roznicz-

kowe zamieni sie na

n
dy = Z Y.dx,,
i=1
gdy w niém za x wprowadzimy y za pomocq zwiqzku
V=9(%,X,X,5,...X,)
natenczas catka y = 0 bedzie lub téz nie bedzie rozwiqzaniem
osobliwém, wedtug tego, czy przy wartosci y = 0 wraz z funkcy-

ami Y przynajmniéj jedna z catek

=12,...,n,

!—.\<

l
20
wzietych czqstkowo wzgledem y, przywiedzie si¢ do zera lub téz

99

nie”.

Twierdzenie to jako pierwszy w przypadku réwnan rzedu
pierwszego z dwiema zmiennymi niezaleznymi udowodnit Au-
gustin Louis Cauchy (Moigno, Legons de calcul différentiel et
de calcul intégral, vol. 11, s. 445). Dowod zawarty w omawiane;j

pracy jest uogdlnieniem dowodu dla twierdzenia Cauchy’ego,
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jaki podat George Boole (Treatise on differential equations,
[w:] Supplementary volume, s. 28). Dowod ten jest oryginal-
nym wynikiem Zajaczkowskiego i jest niewatpliwie interesu-
jacym przyczynkiem w teorii rownan rozniczkowych czastko-
wych pierwszego rzedu.

W ostatniej, siddmej czgsci pracy Zajaczkowski rozwaza
zagadnienie wyprowadzenia rozwiazania osobliwego z samego
réwnania rézniczkowego. Uogolnit tu znany wynik Eulera (/n-
stitutiones calculi integralis, vol. 1, problema 72) z przypadku
dwoch na przypadek wielu zmiennych niezaleznych. Udowod-
nit nastgpujace twierdzenia:

L. ,Jezeli y = 0 jest rozwiqzaniem osobliwém rownania

dv =3 Y,

i=1

wtedy rownanie y = 0 uczyni zados¢ przynajmniéj jednemu z po-

miedzy n rownan

oraz

IL. ,,Rozwiqzanie osobliwe rownania rozniczkowego
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zawierajace w sobie zmienna X, uczyni zado$¢ przynajmniéj jed-

nemu z pomig¢dzy n rownan warunkowych:

oX, »
—r=w,i=12,...,n.
Ox
Z ostatniego twierdzenia wynika, ze rozwiazanie osobliwe

roéwnania rdézniczkowego postaci

Xdx+ X,dx, + X,dx, +..+ X, dx, =0,

n
(ktére mozna sprowadzi¢ do rownania ), dx = Z X, dx,
i-1

spetnia przynajmniej jeden z nastgpujacych warunkow:

i(ﬁj =, h=0,12,..n—1, h<i<n>»
ox, \ X,

Powyzsze twierdzenia znat juz Laplace, ktory wyprowa-
dzit je poprzez rozwinigcia w szeregi, jak to mozna przeczytac
w pracy Louisa Houtaina Des solutions singuliéres des équations
différentielles. Zajaczkowski uzyskal powyzsze twierdzenia
w bardziej elegancki sposob.



Prace z réwnan rézniczkowych w,Pamietniku TNS w Paryzu”

5. Praca Wiadystawa Folkierskiego O réwnaniach
rézniczkowych czesciowych jednoczesnych,
~Pamietnik Towarzystwa Nauk Scistych

w Paryzu’, t. lll, Paryz 1872

Wiadystaw Folkierski studiowal inzynierig¢ w Szkole Politech-
nicznej w Karlsruhe i w Paryskiej Szkole Drog i Mostow. Stu-
diowat rowniez nauki §ciste na Sorbonie i w Collége de France,
gdzie uzyskat licencjat z nauk matematycznych i fizycznych.
Byt sekretarzem Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu oraz
redaktorem tamtejszych ,,Pamigtnikow”. W latach 1868—-1871
wyktadat mechanike w Szkole Montparnaskiej. Nastepnie od
1873 roku przez 15 lat pracowal w Peru przy budowie kolei
i fortyfikacji. Byt profesorem mechaniki na Uniwersytecie w Li-
mie, gdzie otrzymatl doktorat honorowy. Kilkanascie lat przed
$miercig powrdcit do kraju, zatrzymujac si¢ po drodze w Paryzu
i podejmujac bezskuteczne starania o katedrg w Szkole Politech-
nicznej we Lwowie. Na uwage zastuguja dwa tomy Zasad ra-
chunku rozniczkowego catkowego, ktore wydat w 1870 1 1873
roku. Poszerzone wydanie drugie tego dzieta ukazalo si¢ w se-
rii Biblioteka Matematyczno-Fizyczna w Warszawie w 1904
(tom I) 1 1909 (tom II) roku. Folkierski swoje prace publikowat
w ,,Pamietniku Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu” (jeden
artykut) i w ,,Roczniku Inzynierskim” w Peru. W tomie trzecim
Pamigtnika” znajduje si¢ jego praca dotyczaca rOwnan réznicz-
kowych. Jest ona dosy¢ obszerna (liczy 30 stron) i zawiera bar-

dzo skomplikowana symbolike, przez co nie jest tatwa w czy-
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taniu. Dobrze charakteryzuje ja wstgp napisany przez samego
autora, ktory zacytujemy w calosci:

Rownania o rézniczkach czgsciowych pozostaja do téj pory naj-
wazniejszém, a dzis jeszcze w zupetnosci nierozwiazanem zada-
niem analizy. Wszelki postep, jaki nauka na téj drodze uczynic
moze, pomini¢tym by¢ nie powinien: kazde nieledwie nowe row-
nanie przez scalkowanie pociaga za soba rozwigzanie catego sze-
regu zadan mechaniki, fizyki, geometryi, wstrzymane niedostat-
kiem ogolnych metod catkowania tego rodzaju réwnan. Zadania
mechaniki i bedacéj dalszém jéj zastosowaniem fizyki matema-
tycznéj sprowadzaja si¢ zwykle do uktadu rownan zwanych jed-
noczesnemi (symultanées); jezeli liczba zmiennych wchodzacych
w te rownania jest o jedno$¢ wigksza niz liczba rownan, w takim
razie jedna z tych zmiennych moze by¢ wzigta za zmienna nieza-
lezna, inne beda jéj funkcyami, a zadanie zostanie sprowadzoném
do scalkowania rownania o jednéj zmiennéj niezaleznéj takiego
rzedu, jaka jest liczba rownan, za pomoca znanych sposobdw ra-
chunku catkowego.

Jezeli liczba zmiennych wchodzacych w uktad rownan jed-
noczesnych przewyzsza liczbg réwnan o wigcéj niz o jednose,
zadanie zostaje wigcéj zlozoném: zadanie to jest przedmiotem
pierwszéj czgsci ninigjszego artykutu. Bylto juz ono traktowaném
przez wielu pierwszorzednych uczonych: Jacobi podal w nie-

$Smiertelnéj swéj pracy o rownaniach rézniczkowych twierdzenie

Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LIl - 2013

[Metoda novus aequaationum differentialium partialium inter nu-

merum variabilium quemcunque propositas integrandi], ktérego
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wnioskiem jest sposob calkowania powyzszego rodzaju réwnan
w pewnych przypadkach. P. Clebsch takze dotknat pierwszéj czg-
éci tego zadania [Uber das Pfaffsche Problem] przy okoliczno$ci
innego zadania, zwanego zadaniem Pfaffa. Rownoczesnie Boole,
znakomity matematyk angielski, podat te same prawie wypadki
odmiennym nieco sposobem [On the differential Equations].

Stosujac metode Jacobiego do ogdlnie postawionego zada-
nia, otrzymatem kilka twierdzen, ktére w bardzo prosty, od razu
zastosowac si¢ dajacy sposob, rozwiazuja je we wszystkich przy-
padkach, w ktorych rozwiazanie to mozna sprowadzi¢ do row-
nan rézniczkowych zwyczajnych. Gdy juz praca ta ukonczona
i kilku uczonym francuskim komunikowana byta, w rok p6zniej
P. Clebsch ogtosit zastosowanie téjze metody Jacobiego do tegoz
samego zadania [Ueber die simultane Integration linearer part.
Differentialgleichungen]. Odmienna nieco droga dochodzi on
do tych samych prawie wypadkow: podaje jednak swoje w pier-
wotnéj catosci, bo droga, jakiéj uzytem, zdaje mi si¢ naturalni-
¢éjsza 1 przystepniejsza; pozostaje przy tem par¢ nowych twier-
dzen, a wszystko stuzy¢ moze jako wstep do drugiéj czesci tego
artykutu.

W téj drugiej czesci stosuje otrzymane wypadki do rownan
roézniczkowych czg$ciowych wyzszych rzedéow od pierwszego;
zastosowania tego nie znalaztem w powyz¢j wymienionych pra-

cach, podaj¢ je wigc jako zupelnie nowe.
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6. Podsumowanie

Lata siedemdziesiate i osiemdziesiate XIX wieku w rozwoju
réwnan rozniczkowych byty czasem, kiedy zakonczyt si¢ etap
poczatkowy rozwoju réwnan rézniczkowych zwyczajnych,
ktory trwat do konca lat trzydziestych XVIII wieku, nadal kon-
tynuowano kolejny etap rozwoju réwnan réozniczkowych, a jed-
noczesnie rozpoczynat si¢ kolejny — trzeci juz etap rozwoju row-
nan rézniczkowych’. W czasie etapu poczatkowego gromadzono
materiat dotyczacy rozwiazywania rownan rozniczkowych zwy-
czajnych, lecz rezultaty byly przypadkowe i fragmentaryczne,
a sformutowania probleméw niezadowalajaco $ciste. Nastgpny
etap rozwoju rownan rozniczkowych, w czasie ktorego rowna-
nia r6zniczkowe przeksztatcity si¢ w odrgbna dziedzing analizy
matematycznej, trwat okoto stu lat, gdzie$ do lat czterdziestych
XIX wieku. Punktem zwrotnym w teorii rownan rézniczkowych
byly rezultaty otrzymane przez Mariusa Sophusa Lie (1842—
1899), ktory w 1873 roku zastosowal do rownan rézniczkowych
zZywo rozwijajaca si¢ wtedy teori¢ grup ciaglych przeksztatcen.
W ten sposob Lie uzyskat ogdlna metodg obejmujaca rozmaite,
na pozdr zupehie inne i przypadkowe sposoby sprowadzania
roznych typow rownan rézniczkowych zwyczajnych do réw-
nan calkowalnych przez kwadratury. Dzigki temu zbadal wiele
typdw rownan roézniczkowych, ktorym odpowiadaja stosowne

przeksztalcenia ciagte. Doprowadzito to w konsekwencji do

7 R. Bujakiewicz-Koronska, J. Koronski, dz. cyt.
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mozliwosci klasyfikowania réwnan rozniczkowych w zalezno-
sci od odpowiadajacych im przeksztalcen infinitezymalnych.
Wreszcie w drugiej polowie XIX i na poczatku XX wieku cen-
tralnymi zagadnieniami réwnan roézniczkowych zwyczajnych
staty si¢ problemy jakoSciowej teorii rownan rézniczkowych.
Z koncem lat czterdziestych XVIII wieku nastapit gwal-
towny rozwoj rownan rézniczkowych czastkowych, tzw. rownan
fizyki matematycznej, ktore nastgpnie badano intensywnie przez
kolejne dwa stulecia i ktore miaty istotny wptyw na rozwoj za-
gadnien brzegowych dla réwnan rozniczkowych zwyczajnych.
Centralnym problemem XIX wieku w réwnaniach rézniczko-
wych czastkowych byly zagadnienia graniczne dla rownan fi-
zyki matematycznej, w szczegdlnosci teoria przewodnictwa
cieplnego. W zwiazku z tym rozwingla sig teoria potencjatu jako
nowa mozliwo$¢ konstrukcji rozwiazan rozwazanych zagadnien
granicznych dla rownan rézniczkowych czastkowych. Trzeba
tu zauwazy¢, ze precyzyjnie zagadnienie Dirichleta dla rowna-
nia Laplace’a rozwiazat dopiero Henri Poincaré (1854—1912)
w 1890 roku. Rowniez istotne rezultaty dla rozwoju zagadnie-
nia Dirichleta dla rownania Laplace’a na przetomie XIX i XX
wieku osiagnal Stanistaw Zargba (1863-1942). W 1842 roku
Cauchy i niezaleznie od niego w 1874 roku Zofia Kowalewska
wykazali, ze zagadnienie Cauchy’ego (uzywajac wspotczesnej
terminologii) dla réwnan rézniczkowych czastkowych jest lo-
kalnie jednoznacznie rozwigzywalne w klasie funkcji analitycz-
nych. Potem Siméon Poisson dla przypadku dwuwymiarowego
i Gustav Kirchhoff (1824-1887) w przypadku przestrzeni troj-
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wymiarowej, przy zwyktych zatozeniach regularnosciowych,
wykazali, ze zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania falowego
jest lokalnie jednoznacznie rozwiazywalne. Rozwigzania te wy-
razaja si¢ poprzez wzory catkowe Poissona i Kirchhoffa i sg od-
powiednikami wzoru d’Alemberta dla przypadku jednowymia-
rowego przestrzennie rownania struny?®.

Na tle zarysowanego powyzej stanu rozwoju roOwnan roz-
niczkowych w §wiecie nasuwaja si¢ nastgpujace wnioski w kon-
teks$cie analizowanych wcze$niej prac z rownan rézniczkowych
opublikowanych w ,,Pamigtniku Towarzystwa Nauk Scisiych
w Paryzu™:

1. Praca Yvona Villarceau Zastosowanie teoryi wstaw wyz-
szych rzedow do catkowania rownan rozniczkowych linijnych
(,,Pamietnik Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu”, t. XII, Pa-
ryz 1881) jest matoznaczacym przyczynkiem z punktu widzenia
rozwoju idei rownan rézniczkowych zwyczajnych, gdyz spo-
sob szukania rozwiazan szczegdlnych dla réwnan rézniczko-
wych liniowych jednorodnych podat sto kilkadziesiat lat wcze-
$niej (w 1743 roku) Euler, a metodg wariacji statych dla rownan
roézniczkowych liniowych niejednorodnych wprowadzit w 1777
roku Lagrange.

2. Praca Wladystawa Zajaczkowskiego O rownaniu roz-
niczkowem Xdx + X dx, + ... + X dx = 0, catkowalnem przez
Jjedno réwnanie pierwotne (,,Pamigtnik Towarzystwa Nauk Sci-

stych w Paryzu”, t. VI, Paryz 1875) jest istotnym i interesuja-

8 Tamze.
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cym przyczynkiem do teorii rownan rézniczkowych czastko-
wych rzedu pierwszego. W tej pracy Zajaczkowski nie tylko
dokonuje przegladu gtownych rezultatow dotyczacych teorii
rozwazanej klasy rownan czastkowych rzedu pierwszego, ale
uogolnia pewne rezultaty swoich poprzednikow, uzyskujac ory-
ginalne twierdzenia $cisle i elegancko udowodnione. W ogole
rozwazana tutaj paca Zajaczkowskiego, jak i inne jego artykuty,
jest napisana jasno i niemal wspolczesnym jezykiem. Ta uwaga
odnosi si¢ réwniez do jego obszernej, 900-stronicowej mono-
grafii z rownan rozniczkowych zwyczajnych i czastkowych.

3. Praca Wtadystawa Folkierskiego O rownaniach roznicz-
kowych czesciowych jednoczesnych (,,Pamigtnik Towarzystwa
Nauk Scistych w Paryzu”, t. VI, Paryz 1875) jest rowniez inte-
resujacym przyczynkiem w teorii rownan rézniczkowych czast-
kowych. Jej autor w pierwszej czesci referuje wyniki swoich
poprzednikdéw odnoszace si¢ do rownan czastkowych rzedu
pierwszego i podaje niezaleznie od nich pewne oryginalne
twierdzenia, uzyskane niemal réwnoczes$nie i niezaleznie od po-
dobnych wynikéw Clebscha w kontekscie metody Jacobiego.
Wyniki Folkierskiego zawieraja rowniez nowe twierdzenia nie-
znane Clebschowi, a twierdzenia, ktore zawarl takze Clebsch
w swojej pracy wydrukowanej rok wczesniej, u Folkierskiego
uzyskane sa w inny, naturalniejszy sposob. Druga czg$¢ pracy
Folkierskiego zawiera pewne zupetlie nowe wyniki dla réw-
nan czastkowych rzedu wyzszego niz jeden. Rezultaty te otrzy-

mat on, stosujac twierdzenia uzyskane w pierwszej czgsci swo-

jej pracy.
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Zardéwno praca Zajaczkowskiego, jak i1 Folkierskiego na-
wiazywaly do aktualnie rozwazanej w $wiecie problematyki
z rownan czastkowych. Obie zawieraly nowe wyniki. Ich zna-
czenie bylo niewatpliwie ograniczone przez to, ze obie wyszty
drukiem w jezyku polskim i nie wnosily jakichs$ przetomowych
idei do réwnan rézniczkowych.

Powyzsze informacje sktaniaja autora niniejszego opraco-
wania do sformutowania konkluzji, Ze poziom réwnan roéznicz-
kowych w Polsce w drugiej potowie XIX wieku nie byt taki zty,
jak to si¢ do tej pory wydawato. By¢ moze i w innych dziedzi-
nach matematyki mamy zapomnianych wybitnych matematy-
koéw polskich, ktorzy sa autorami wartosciowych i mato zna-
nych prac. Ten stan rzeczy nalezy zmieni¢. Mozna to osiagnac
tylko wtedy, gdy specjali$ci z okreslonych dziedzin matema-
tyki zechca poswigci¢ troszke swojego czasu na przegladnig-
cie i skomentowanie dziewigtnastowiecznych wynikow swoich

poprzednikow.
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