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Mathematics does not describe the world, but faces it

Abstract
In everyday experience mathematics rarely appears to us as a whole,
and certainly never as a system in the sense of David Hilbert’s con-
siderations from early 20™ Century. Mathematical disciplines seem
to be independent and autonomous. We do not see that specific de-
duction goes beyond particular convention applicable in given dis-
cipline. In the late 19" Century this view was shared by Felix Klein
and Richard Dedekind. The latter’s work “What are numbers and
what should they be?” (Was Was sind und was sollen die Zahlen?)
was the inspiration for writing this article. This essay is an attempt
to see mathematics not as a building, but as a living organism seek-

ing its explanation.
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ochodne i catki, wzory Eulera w rodzaju n%/6, teoria mnogo-
Ps’ci. Jedno mogloby istnie¢ bez drugiego. To wszystko ma-
tematyka. Czy jest jakas$ catoscia? Jest anegdota o Erdosu, ktory
zwierzyt si¢ swojemu rownie znakomitemu koledze, Ze nie zro-
zumiat nigdy teorii Galois. To nie dla ciebie, Paul — ustyszat
w odpowiedzi. Dla kogo zatem jest twierdzenie matematyczne?
Na czym nam w nim zalezy? Arystoteles uwazal, ze nie jeste-
$my przywiazani do samej tresci twierdzenia matematycznego.
Roéwnie dobrze przyjmujemy jego negacjg, o ile okaze si¢ praw-
dziwa. Pewne obserwacje sa za tym, by zgodzi¢ si¢ z Filozofem,
ale w wyniku naszych dalszych rozwazan dojdziemy i do innych

konkluzji, bo moze chodzi tu jeszcze o co$ innego.

Rytm Dnia Pierwszego

Lokum matematykito,Swiat S naszych my§1i”. Zwrot
pochodzi ze stynnego, chociaz niewielkiego i nie do konca zro-
zumianego przez matematykow, dziela Richarda Dedekinda
Was sind und was sollen die Zahlen? (1888).

Pomys$lmy my$§1 — pewien ustalony element wspomnia-
nego $wiata S. Umyst nie jest w stanie powstrzymac si¢ od ,,my-
$li o tej mysli”, a w rezultacie od ,,potoku mysli”, ktory jest po-
dobny do potoku liczb. Nie od razu Dedekind doszedt do
tego wniosku. Poswigcit dziesiatki stronic, aby z owego potoku
mys$li wydoby¢ wspomniang minimalna ni¢. Nie wskazywat zad-

nej konkretnej liczby, lecz ry t m przenikajacy §wiat S, ktory jest
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nieskonczony.Poprzesunigciu o jedna mysl dostajemy ten
sam $wiat S. Liczba nie jest u Dedekinda wytworem ani czasu
rozumianego fizycznie, ani przestrzeni, jak u Kanta. Mogta po-
wsta¢juzw Pierwszym Dniu,juzwsamej mysli Stworcy.

Giuseppe Peano dwa lata p6zniej zredukowat my$l Dede-
kinda do aksjomatu indukcji w zakresie liczb naturalnych. De-
dekind w milczeniu przyjat to uproszczenie.

Doswiadczenie myslowe Dedekinda sktania do wniosku, ze
w naszej mys$li moga powstawac pewne konstrukcje niezaleznie
od bodzcow zewnetrznych. Nasza mysl nie staje wobec $wiata
bezbronna. Napisat gdzies Max Scheller: zyjemy $§wiatu naprze-
ciw. Narzucamy §wiatu rytm nastg¢pstwa i widzimy go
jako nieskonczony, nie zapytujac $wiata, czy zyczy sobie ta-
kiego jego rozumienia.

Nie bylo nas w Pierwszym Dniu, a jesli byliSmy, to bez
swiadomosci, 1 do wiadomosci naszej ten pierwotny rytm nie
zawital. Nie znaczy to, by nie odcisnat si¢ w nas w jakiej$ pier-
wotnej formie na naszym $wiecie S. Dlatego nie sa nam obce
pierwsze jego takty, jakie byly nam wtedy darowane. Czy rytm
$wiata S jest fragmentem czego$ szerszego, tylko si¢ domys-
lamy. Bo czy nie podlega temu rytmowi nasz jezyk i nasze pty-
niecie w czasie?

Jest to rytm nastgpstwa. Ale znamy tez kontemplacjg, kiedy
mys$l ptynie w sposob ciagly. My wszakze wyodrgbniamy od-
dzielne stany i formutujemy oddzielne sady. Na ich rytmie i na-
stepstwie oparte sa nasze czynnosci logiczne. I chociaz mys$lenie
mogloby by¢ ciagle, to nasza jego ekspresja zdaje si¢ wymagac
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zamknig¢ w zdania, ktore sg jakby jego atomami. Atomizm my-
slowy jest wielka zagadka naszego $wiata S, nie wydaje si¢ by¢
jego koniecznoscia.

Nie panujemy nad pierwotnym rytmem naszych mysli i nie
od razu rozpoznajemy jego dla nas znaczenie. Potokowi mysli,
jakim obdarza nas indukcyjne nastgpstwo, nie towarzyszy bez-
posrednia refleksja. Jak pisze Andriej Bietyj, inspirowany mate-
matyczna filozofia swego ojca Nikotaja Bugajewa, ,,mysli same
si¢ my$la”, a wspomnijmy jeszcze potok mysli w Herzogu Saula
Bellowa. Jestesmy zniewoleni do wchodzenia w ich rytm. Nie
umiemy wylaczy¢ si¢ z ich strumienia, o czym pisal Bergson,
oraz w znanej przed laty ksiazce Ernest Dimnet, a powtarza
wspotczesny nam Eckhart Tolle. Podobnie widzi nasz grama-
tycznie uporzadkowany potok fraz jezykowych Noam Chom-
sky, co obszernie omawia w swojej niedawno u nas wydanej
ksiazce ksiazce Keith Devlin.

Naprzeciw swiatu

Swiat S jest wszakze bogatszy niz to, co daje sam rytm indukcji.
JesteSmy dzie¢mi Dnia Szdstego. To wtedy dostaliSmy
w podarunku §wiadomo §¢, to znaczy poczucie kierowania
soba, poczucie naszej odrgbnos$ci wobec tego, co nas otacza,
a jednoczesnie poczucie wspolnoty ze Swiatem.

I dano nam tego Dnia zmysty, ktére lokuja w $wiecie S cale

obrazy $wiata zewngtrznego. Swiat S nie poprzestaje na ich kon-
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templacji, ale stwarza $rodki wychodzace naprzeciw obrazom
atakujacym jego zmysty. Zastgpuje te obrazy wlasciwa sobie
konstrukcja wtasna. Nie jest przez to biernym odbiorca wrazen.

Konstrukcja, jaka swiat S obudowuje odbierane obrazy,
nie nalezy do rzeczy samych w sobie w znaczeniu Kanta. Jest
polem wewngtrznym, jakie Swiat S tworzy w odpowiedzi na ata-
kujace go z zewnatrz zjawiska. Oto tworzy pojecie kota, ktorego
formg narzuca ,,kotlom” obecnym w $wiecie zewngtrznym. Po-
strzegajac te ,,kota”, wchodzi jedynie w te ich aspekty, ktore sa
obecne we wzorcowym kole majacym siedzibg w jego wngtrzu,
to jest w naszej swiadomosci. Nie wszystkim obrazom $wiat S
potrafi przeciwstawia¢ wzorce, ale ewolucja polega na wzboga-
caniu ich zakresu.

Wzorce, ktorymi otacza sig §wiat S, stanowia mur obronny
przed nieznanym nam zewngtrzem. Chcemy, jak monada
Leibniza, by¢ odcieci od wplywoéw zaktocajacych nasze
wngtrze. Obrazy selekcjonujemy wedtug kierujacych nami
upodoban. Od siebie nawzajem odbieramy jedynie te sygnaly,
ktore przekazujq okreslony rodzaj tresci. Nie uczymy sig od sie-
bie, przelewajac sobie nawzajem cate mozgi. Odbieramy jedy-
nie izolowane sygnaly wystarczajace dla rozbudzenia w mona-
dzie jej wewngtrznego $wiata.

Jak zauwaza niezapamigtany z imienia Filozof — staramy
si¢, by nasz $wiat wewngtrzny byt nieprzystepny dla zewnetrz-
nej — jak pisze — pospolitosci. Bo przyjrzyjmy si¢ obudowie
monady w postaci pigknej muszli. Dzieto sztuki, aby obroni¢

si¢ przed przetworzeniem w kicz, zaznacza cho¢by jednym
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szczegdlem — moze by¢ to nawet skaza — swoja odmiennosé
od $rodowiska.

Ale przeciez tym srodowiskiem zewngtrznym si¢ karmimy.
Wedlug Arystotelesa, nie ma niczego w naszych myslach, co by
nie przeszto wezesniej przez zmysty. My$l pozostawiona same;j
sobie zawegza sig. | chociaz wdrukowany w nas rytm pierwotny
sprawia, ze nie zaw¢zi si¢ do konca, to jednak nie wzbogaca on
naszej $wiadomosci.

Zmysly, ktore zasiedlaja $wiat S, walcza w nim o miejsce
dla siebie. Widzimy wsérod nich réwniez zmy st, ktorego za-
daniem jest tworzenie wspomnianej konstrukcji odpowiadajacej
doznaniom zmystowym przychodzacym z zewnatrz. Nazwijmy
tenzmyst zmystem matematycznym. Zmysl matema-
tyczny odczuwa przykros$¢, jesli dla odbieranego przez siebie
spostrzezenia nie znajduje miejsca w budowanej konstrukcji.
Odczuwa zadowolenie, wrgez spelnienie, z wprawnie wykony-
wanych czynnosci.

Tworzenie poje¢ matematycznych, to koncert zmystow
bioracych w tym udzial. Zmyst matematyczny nie walczy tu
o pierwszenstwo, dajac w geometrii pole zmystowi wzroku,
w topologii zmystowi dotyku, a w nauce o ruchu poczuciu in-
tensywnos$ci zmiany, poczuciu natgzenia sity i uptywu czasu.
Zostawia wszakze dla siebie ostatnie stowo. To zmyst matema-
tyczny nadaje ostateczny ksztatt pojeciu...

Tworcy matematyki sa coraz bardziej sktonni przyjmowac,
Ze wyjasnienie istoty matematyki lezy bardziej w rozpoznaniu

natury $wiata S i zmyslow, ktore go zaludniaja, niz w rozpozna-
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niu tresci, ktdre niesie matematyka. John von Neumann w swo-
ich wezesnopowojennych esejach przyznaje, ze nie poznaw-
czo$¢, lecz estetyzm, czy wrecz samolubnos¢ — dodajmy od
siebie — jest tym, co kieruje matematyka. Hardy wrecz twierdzit,
ze taka wlasnie jest jej natura. Uksztalttowany w innym $wiecie
poje¢ Szilow rowniez twierdzi, ze matematyka kieruje si¢
w swym rozwoju wlasnymi prawami. Dotaczaja si¢ do tego po-
gladu biologowie.

Z niepokojem zauwazamy, ze $wiat S naszych mysli mogiby
si¢ zamkna¢ w zbudowanym przez siebie gmachu, je§liby zmyst
matematyczny pozostawi¢ samemu sobie. Ale dodajmy, Ze sa-

molubno$¢ nie jest cecha wytacznie tego zmystu.

Metafizyka matematyki

Nasze poznawanie $wiata poprzedzone jest przekona-
niami, nazwijmy je metafizycznymi. Metafizyka
to aprioryczne przekonania — oczekiwania, ale tez i uprze-
dzenia — wobec tego, co moze przyj$¢ z zewnatrz. Jest poda-
runkiem Dnia Széstego. Ale jako o metafizycznym wypada
nam mysle¢ takze i o darowanym nam wczes$niej rytmie Dnia
Pierwszego. Poznanie matematyczne, poprzedzone apriorycz-
nymi przekonaniami, tworzy co$ co nazwalibySmy mate-
matycznos$cia.

Dla pierwotnych wdrukowan i budowanych na nich prze-
konan $wiat S poszukuje potwierdzen, dzigki ktéorym staja si¢

SLOZ ° lIIA1 | @>neN m auz>yozoji4 elusiupebez

13



Zagadnienia Filozoficzne w Nauce | LVIII « 2015

Jerzy Mioduszewski

one prawdami powstatej konstrukcji. Kryterium prawdy to
wewngtrzna harmonia — spdjno§¢ — bgdaca wyrazem wza-
jemnego dopasowania elementow konstrukcji. Nie dopuszczeni
jestesmy do wgladu, jak ta harmonia ma si¢ do tre$ci prawd,
to jest do prawdy w znaczeniu powszechnie przyjetym. Swiatu
S musi wystarcza¢ ich wewnetrzna zgodnos¢, za co przed $wia-
tem zewngtrznym odpowiada jako cato$¢. Dba o te zgod-
no$¢ ze wzgledu na potrzebg zachowania swej wiarygodnosci,
gotowy — w razie pojawienia si¢ trudn o $ c i, do przebudowy
konstrukcji. Nie szuka potwierdzen w $wiecie zewngtrznym dla
kazdego swego ,,dwa a dwa jest cztery”.

Prawda matematyczna jest zy w a, jesli jest obecna w na-
szej $wiadomosci. Trwa w umys$le dopdki trwa emocja z nia
zwigzana. Sa przeblyski prawd matematycznych goszczace
w umysle przez chwilg. Bo prawdy matematyczne dotycza ra-
czej sytuacji niz tak zwanych bytow. Styszalo sig, ze
niezapisane w por¢ dowody powstate w Kawiarni Szkockiej
bezpowrotnie gingty. Ale prawdy matematyczne, nawet zapi-
sane, moglyby nie odzy¢, jesliby nie bylty dluzszy czas aktyw-
nie przezywane. Mimo to chcemy wierzy¢, ze sg trwale, a nawet
wieczne, w tym znaczeniu, ze jesli przebtysk prawdy matema-
tycznej zechce do nas zawitaé po raz drugi, bedzie ten sam, co
przedtem.

Dopoki zainteresowaniem matematyki byty figury geome-
trii 1 liczby w swych zjawiskowych indywidualnych postaciach,
ten platonski poglad na matematyke wydawat si¢ wlasciwy. Ale

wiek XIX uwidocznil, jak wiele w matematyce zalezy od nas
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samych. Brouwer na poczatku XX wieku zwrdcit uwage na
wplyw, jaki na prawde matematyczna ma nasza logika. Inter-
wencja logiczna jest interwencja ad hoc, polegajaca na zapet-
nianiu luk mys$lowych. Te moglyby pozosta¢ niezamknigte, ale
logika — cierpiac na horror vacui — zamyka je na uzytek dorazny
w zdania, ktore w tej postaci sg petryfikowane jako prawdy nie-
zmienne. Wiele z nich zawiera prawdy niepotrzebne, z ktorych
matematyka, jak kazdy organizm, musi si¢ uwalniac.

Obecnos¢ logiki w rozumowaniach matematycznych jest
najbardziej widoczna tam, gdzie dotycza one pojec¢ stabo mo-
tywowanych intuicjami. To logika wprowadza do matema-
tyki pojecie sprzecznos$ci, nie umiejac inaczej broni¢ si¢
przed nonsensem. Sama matematyka zna jedynie trudnos$ci.
Opiera sig na intuicjach, a te, jesli na ich drodze pojawiaja si¢
trudnosci, ulegaja adaptacji w przebudowanej strukturze pojec.
Dotyczyloby to i logiki, gdyby mozna byto znalez¢é zmyst, kto-
remu jest podporzadkowana i ktory pozwala nam ja sensownie
ksztattowac. Jedynie rytm pierwotny moglby by¢ postawiony
w tej roli, ale nie panujemy nad nim, mimo — a moze wiasnie
dlatego — ze matematyka i logika ptyna wspolnie tym rytmem
wspomagajac si¢ wzajemnie,

Logika nie buduje matematyki. Matematyka, taka jak ja tu
widzimy, nie jest gmachem,ktérego elementy zespojone
sa logika. Dedukcja taczy lokalnie niektére prawdy matema-
tyczne. Nici, ktoérymi taczy te prawdy, sa krotkie. Calos¢ mate-
matyki jest organizmem,ktory swoja spojnos$¢ zawdzig-
cza dalekiego zasiegu sy gnatom pobudzajacym dalekie od
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siebie autonomiczne regiony — monady $wiata S — wzboga-
cajac lokalne konstrukcje o doznania pobrane gdzie indzie;j.
Te sygnaty nie przenosza prawd na ten sposob, co dedukcja,
sa jedynie pobudzeniami. Prawda jest wypracowywana w kaz-
dej monadzie z osobna, logika niewychodzaca poza monadg.

Jest rowniez w ludzkim mysleniu jaki$ przymus zwien-
¢ z e i naszych wyobrazen o §wiecie. Zwienczamy efektownymi
zamknigciami otwarte watki myslowe, co uwalnia nas od mie-
rzenia si¢ z pytaniami, odpowiadajac na te pytania jakby nie-
swoimi my$lami. Zdarza si¢, ze ulegamy i korzystamy z wy-
godnego prezentu.

Nie wykluczamy, ze niektore z naszych zmystow i zwia-
zane z nimi doznania odzwierciedlaja sens uniwersalny. Mimo
to w samym charakterze zmystu jest efemeryczno$¢ i gra. Zmy-
sty nas zwodza, wciagajac do gry, majac swoje wlasne w niej
cele. Razem tworza wiecznie ewoluujaca zywa konstrukcje,
ktora §wiat S ustawil naprzeciw $wiatu. W zrozumieniu natury
$wiata S powinna nas wspomoc, jak sadzimy, wiedza o organi-
zmach zywych, ku ktorej z obawa jednak siggamy, by nie usty-
sze¢ prawd zbyt trudnych.

Matematyka nie jest tworem jednorodnym. Abstrakty geo-
metrii, takie jak punkt, prosta i koto, maja niemal idealnie jedno-
znaczne reprezentacje w §wiecie rzeczy objawiajacych si¢ nam
w postaci punktdéw, prostych i kot fizycznych. Abstrakcja wy-
daje si¢ tu wrecz niepotrzebna.
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Arytmetyka

Inaczej jest z arytmetyka iogolniejsza od niej arytme-
tycznos$cia, ktorej rytm — jak sadzimy — byt obecny w Swie-
cie juz od jego Dnia Pierwszego. To w tym rytmie dopatru-
jemy si¢ glebszego sensu liczby. Liczba nie pojawia si¢ nam
sama, w czystej postaci. Istnieje, jak pisze Mendelssohn, po-
przez swoje wcielenia. Jesli istnieje bezposrednio, to je-
dynie jako element §wiata S. Mendelssohn nazywa arytmetyke
,»inna nauka”, co znaczyloby, ze stawia ja poza celami poznaw-
czymi. Liczba potrafi wcieli¢ si¢ w figure jako jej aspekt, np.
ilosciowy, ale moze si¢ prezentowac jako kolekcja punktow
lub figur, to jest jako zbior elementow. Potrafi si¢ wceieli¢ takze
w liczbe 5.

Bo pewne indywidualne liczby sa zjawiskami. Najprostsze
z nich pojawiaja si¢ pobudzone juz samym rytmem indukcji,
ale ich zakres poszerza sig. Liczby 13 i 7 pojawiaja si¢ wcze-
$niej jako zjawiska mys$lowe, niz liczba 6, ktéra pojawia si¢ na-
wet pozniej niz biblijne dziesig¢ tysigey. Jan Potocki stowami
Velasqueza przekonuje nas, ze liczby zjawiskowe nieobce sa
réwniez naszym braciom mniejszym. Ten zakres liczb, rozbudo-
wany przez nas myslowo, ujawnia cechy wychodzace poza pier-
wotny potok indukcyjny, rozbudowujac si¢ w dyscypling nazy-
wang teoria liczb. Chodzi tu rowniez o aspekt ilosciowy
liczby, nieobecny bezposrednio w rytmie indukcji. Wyodreb-
niony w ten sposob zakres liczb wydaje si¢ by¢ juz kontrolo-

wany zmystowo. Nie wykluczamy, Ze ten zmyst jest tez obecny
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réwniez w naszych wyobrazeniach o zbiorach iobjawiaja-
cej sig tam nieskonczonosci.

Liczba moze si¢ tez ujawnia¢ poprzez wcielenia pozaaryt-
metyczne. Liczba 17 pojawia si¢ jako liczba bokow wielokata
foremnego mozliwego do skonstruowania w sposob klasyczny
cyrklem 1 linijka. Gauss dowiddt, ze nie tylko liczba 17, ale
tez 257 ma t¢ wlasnos¢ (maja ja, wezesniejsze niz 17, liczby
3 15). Jest to zjawisko darowane pozasystemowo liczbie 17.
Bok siedemnastokata foremnego wpisanego w koto o promie-
niu 1 spelnia pewne warunki algebraiczne konieczne dla wspo-
mnianej konstrukcji. Dzigki tej konstrukcji liczba 17 uzyskuje
wcielenie wpewna sytuacje geometryczna. To tego rodzaju
wecielenia mogt mie¢ na mysli Moses Mendelssohn. Geometria
stuzy wielu mozliwos$ciom tego rodzaju wcielen, dostatecznie
prostych dla liczb takich jak 2 i 3. Ale wspomnijmy tez trojki
pitagorejskie poczynajac od trojki (3, 4, 5).

Pewnym liczbom, takim jak 2 i 5, wcielen dostarcza juz
przyroda. To nasze pig¢ palcow stworzyto system dziesigtny,
matematycznos¢ to tylko akceptowata. Ale system dwunast-
kowy moégt juz by¢ dyktowany samym rytmem arytmetycznym,
chociaz nie wykluczamy magii zwiazanej z liczba 12. Liczne
przyktady zjawiskowego zaistnienia liczb mogty prowadzi¢ do
przypuszczenia, ze jest jaki§ magiczny system, ktory je jedno-
czy. Tak chcieli widzie¢ liczbg Pitagorejczycy.

Poglad o niezaleznosci pojgcia liczby od poje¢ o przestrzeni
przypisalismy Dedekindowi. Ale ten poglad glosit rowniez wspot-
czesny mu Gottlob Frege. Upatrywal on jednak istote liczby w jej
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aspekcie ilo§ciowym, a nie jak Dedekind w jej aspekcie porzad-
kowym, wyznaczonym przez jej rytm indukcyjny.

Pojecia o liczbie moglyby zamkna¢ si¢ same w sobie. Liczba
stara si¢ jednak by¢ obecna w catej matematyce. Liczba stuzy
matematyce. Jej rytm pierwotny styszymy w zjawiskach,
w ktore si¢ wciela. Sa wszakze zjawiska matematyczne, ktore
ten rytm omijaja. Przyktadem jest topologia, ale nie tylko. Bo
i teoria liczb w swoich najglebszych partiach rytmem indukcji

nie jest zainteresowana.

Geometria

Geometria, ta jaka widzimy u Talesa, jest wolna od pojecia
o liczbie. Jest, co widzimy u Euklidesa, fizyka naszego zmy-
stu widzenia. Ale zaczynamy dodawac do siebie odcinki
prostej, a Pitagorejczycy upominaja si¢ o ich wspolne miary. Ten
prosty sposob na arytmetyzacje zawodzi. Niedtugo pdzniej jed-
nak Euklides (a moze Eudoksos) proponuje algorytm, ktory od-
krywa bogactwo natury arytmetycznej w zakresie niewspotmier-
nosci, ktore za Teajtetem wyrazamy utamkami tancuchowymi.
Geometria nagle wzbogaca si¢ o metody nieskonczonosciowe,
ktoérych sama w swoich poczatkach si¢ nie spodziewata. Eudok-
s0s, a za nim Archimedes, staraja si¢ uchroni¢ geometri¢ od trud-
no$ci powstalych na skutek inwazji nowego zywiotu. Ustepuje
geometria. Prostej wprawdzie nie zabrania si¢ by¢ nieskonczona,

ale dla zaspokojenia wymagan arytmetycznos$ci kazdy jej punkt
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ma by¢ osiagalny odktadaniem odcinka, nawet jakkolwiek ma-
lego. Ustgpuje w ten sposob rowniez arytmetyka, rezygnujac
z pozaskonczono$ci. Dzigki temu rozszerzone prawdy matema-
tyczne nadal pozwalaja si¢ lokowac¢ w naszej $wiadomosci.

Adaptacja prawd arytmetycznych do swiadomosci matema-
tycznej uksztattowanej w Dniu Szostym bedzie odtad statym
problemem matematyki. Znane jest powiedzenie Eulera, Ze jego
olowek odkrywa rzeczy bez jego w tym udziatu.

Platon, ktory prawdy matematyczne uwazal za przed-
wieczne, musial mie¢ na mys$li prawdy arytmetyczne. Wcho-
dza w nasz $§wiat S bez naszej zgody, formujac go na swdj spo-
sob. Wedtug Fregego, od prawdy arytmetycznej nie ma apelacji,
a wedlug powiedzenia Cantora, nie ma w arytmetyce miejsca na
hipotezy, to jest na zdania, ktorych prawdziwos¢ bytaby zalezna
od czegos$ poza nia.

W geometrii nie jesteSmy biernymi widzami. Geometria,
rozwinigta pozniej topologia i budowana w oparciu o nie fizyka
matematyczna, sg konstrukcjami naszymi. To tam odnajdujemy
siebie, ksztaltujac pojgcia o §wiecie i przestrzeni. Ale bywa, ze
uprzedza nas w tym arytmetyka, przez co nasze wyobrazenia
0 przestrzeni nie sa calkiem nasze.

Gotowi bylibySmy widzie¢ geometri¢ po prostu jako mate-
matyke naszego zmystu widzenia. Nie idziemy wszakze w tym za
daleko. Koto dla Grekéw byto kotem niemal fizycznym. Jesli jed-
nak zapomnimy o wypehiajacym koto fizycznym ptaskim dysku,
to zobaczymy w nim lini¢ zamknigta, po ktorej moze co$ biec.
Istotnym aspektem kota staje si¢ ¢y k 1. A jest jeszcze koto, ktore
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moze si¢ zawezlaé, a jest tez koto, ktoére moze by¢ brzegiem
niekoniecznie dysku. Nie miat wigc moze do koncaracji Moses
Mendelssohn,bordéwniez obiekty geometrii osiagaja poziom
trwatych wzorcow wecielajacych si¢ na wiele sposobow w roz-
liczne sytuacje, jakich doswiadcza $wiat S. Jest tez takim wzorcem
nie tylko koto, bo rowniezi tr 6]k a t, chociaz moze nie kwadrat.

Przebieg ewolucji pojeé, w koncu zalezny od zdarzen nie-
przewidzianych, nie pozwolit rozwinac si¢ pojeciom geome-
trycznym w sposob czysty, jako topologiczne. Nie jest
nam jednak obca mys$l o istotach zywych, ktorych $wiat S
uksztattowany jest przez zmyst dotyku, ktore nie maja in-
nych pojeé niz topologiczne, ktorym nieobce jest pojecie linii
zamknigtej i prostej, rozumianej po prostu jako przegroda.

Woeielajac si¢ w sytuacje geometryczne, liczba ewoluuje,
wzbogacajac sig¢ o cechy swego nosiciela. Przyjmuje rolg dtu-
gosci, pola, masy i przebiegu. Dozwala na, nicobecna w same;j
teorii liczb, podzielnos¢ w nieskonczonos¢, wreszcie i ciaglosé.
Liczba ciagta ma taki wlasnie poczatek. Wyrasta z dwoch
zrodet. Jednym jest wspomniany konstrukt czysto arytmetyczny,
drugim jest czerpane z fizycznych wtasciwosci rzeczy conti-
nuum Arystotelesa, nad ktorego pozaliczbowa natura rozmy-
slat w naszych czasach Hermann Weyl. Jesliby jednak przyjac
za Cantorem, ze pojecie liczby ciaglej nie wymaga odwotan sig
do fizycznos$ci, ze mozna je wyprowadzi¢ logicznie z wlasci-
wosci tkwiacych juz w systemie liczb naturalnych, w oparciu
o czysto myslowe pojecie zbioru, znaczytoby to zgode na
petna arytmetyzacje matematyki.
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Ruch i zmiana

Matematyka starozytnych byta, jak to okreslal Arystoteles, na-
uka o bytach nieruchomych. Bylo to samoogranicze-
nie wymuszone przez paralizujaca mys$l apori¢ Zenona o strzale,
ktora nie pozwalata na rozumienie zmiany jako procesu.
Tymczasem zmiana jest istota zjawisk fizycznych. To wtasnie
wzrostowi i zanikowi poswigcit Arystoteles w swojej
Fizyce caly rozdzial. Ale sytuacje, gdzie obserwujemy zmiang,
nie maja ze soba powiazan. Moze to by¢ droga narastajaca w cza-
sie, nasilenie barwy, czy tez tempo przyboru wody w strumieniu.

Ideg ich wspolnego ujgcia matematycznego podjeli filo-
zofowie scholastyczni XIV wieku. Calculatores z Merton Col-
lege z Oksfordu i filozofowie z Paryza wyszli od spostrzeze-
nia, ze to, co bezposrednio podlega obserwacji w zjawiskach,
to nie sama wielko$¢ zmiany, leczjej intensywno $ ¢, ktora
obserwowana w okre§lonym zakresie determinuje zmiang ilo-
sciowo. Jednym z przyktadow byla intensywnos$¢ taski Bozej
splywajacej na cztowieka, ktora si¢ w nim nagromadza su-
marycznie na sposob, ktory Newton i Leibniz nazywali
pozniej catka. Jest tez intensywnos$¢ sily wttaczanej w po-
ruszajace si¢ ciato, ktora determinuje jego impet — a wigc
predkosc. Jesli wige sita —a tak jest przy spadku swobodnym
— jest niezmienna w czasie, predko$¢ wzrasta w czasie jedno-
stajnie. Scholastycy zawierzyli wdrukowanemu w nas zmystowi
pozwalajacemu nam odczuwac stopien natgzenia oddziatywan.

Galileusz nie wierzyt tej wrodzonej nam intuicji i sprawdzat.
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Pelne wlaczenie tej idei czternastowiecznej w zarysowu-
jaca sig juz konstrukcje matematyczna zawdzigczamy Newto-
nowi i Leibnizowi, chociaz pomingli$my prekursorow, Keplera
i Torricellego, a przede wszystkim Arystotelesa, bo to na grun-
cie jego planu powstawat opisywany tu nowy dzial matematyki
— analiza matematyczna — w ktorej Newton widzial
geometri¢ Euklidesa wzbogacona o nauke o ruchu.

Byt to skok w rozwoju, ale — wro¢my do naszej mitologii
— skok w obrgbie poje¢ matematyki Dnia Szostego. Zauwazmy
przy tym, ze intensywno$¢ zmiany ma jakies podobienstwo
do liczbowego rytmu Dnia Pierwszego, jest jakby tego rytmu
ciagtym wypehieniem. Podobnie jak rytm arytmetyczny, ma
on zastanawiajaca rozmaito$¢ wcielen, nadajac pojeciom ma-
tematycznym nowe szybsze tempo rozwoju. Nie trzeba bedzie
nawet stu lat, aby calculus Newtona przeszedl w rowna-
nia struny u Eulera. Przypomnijmy, Ze to wlasnie intensyw-
no$¢ — wielkos$¢, ktora byla tak trudna do okre$lenia — jest
tym, co podlega bezposrednio obserwacji, a takze pomiarowi.
Te¢ prawde¢ wyraza nam rownanie rézniczkowe, ktore z danych
zwiazkow migdzy intensywno$ciami obiecuje nam odtworzy¢
zwiazki miedzy samymi wielkos$ciami, ktore bezposredniej ob-
serwacji nie sa dostepne.

Rozumienie metod rézniczkowych nie zawsze bedzie nada-
zato za rachunkiem. Przyznawal to Euler we wstgpie do swojego
trzytomowego dzieta, a nie chodzito juz tylko o anegdotyczny
olowek. Motywacje analizy wywodza si¢ z szerszego zakresu

niz te, ktére wystarczaty geometrii. Wlacza si¢ zmyst poczucia
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czasu, nat¢zenia sity 1 poczucia nagromadzania si¢ wielko$ci, na
wiele sposobow wcielajac si¢ w matematyke.

Metafizyczno$¢ tych motywacji odczuwamy duzo silniej niz
w zakresie motywacji geometrycznych, ktorych zrodto jest nie-
mal bezposrednie. Motywacje analizy sa gteboko w nas ukryte,
najczesciej nie sa naszymi bezposrednimi przekonaniami wyni-
kajacymi z wlasnego do$wiadczenia, lecz zdaja si¢ raczej wy-
nikiem wdrukowania ich w nas — uzywajac zwrotu Kon-
rada Lorenza — we wczesnych stadiach naszej ewolucji, chociaz
moze nie chodzi tu o Dzien Pierwszy. Stowacki w Genesis z du-
cha dzigkuje mrowce, ktorej doswiadczeniem sig¢ kieruje.

My to wszystkonazywamy intuicj . Naprzykladzie intu-
icji, ktora doprowadzita do odkrycia calculusu, widzimy intuicje
jako sumaryczne do$wiadczenie przedmatematyczne, catke
z naszych do$wiadczen, nie tylko nas samych, lecz calego biegu
ewolucji. Bywa, Ze nie ufamy intuicji, ale Pascal dopowiadat,
ze to dlatego, iz az nazbyt czgsto bywa bezbtgdna. Dodajmy
wszak, ze nie kazde przekonanie powinno by¢ nazwane intuicja.

Matematyka scholastykow i Newtona, a nie pominmy Ke-
plera i Cavalleriego, zaczerpngta jeszcze raz petna garscia z do-
stepnego nam zmystami §wiata. W swoich poczatkach byta jesz-
cze wolna od wptywu arytmetycznego. Bylo to jeszcze wtedy,
kiedy Newton formutowat prawa dynamiki i poddawat im prawa
Keplera rzadzace ruchem planet, a nawet jeszcze wtedy, kiedy
Jan Bernoulli wyjasniat problem brachistochrony, a Euler pro-
blem struny.
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Matematycznos¢ przyrody

Przyroda pozwala sig widzie¢ matematycznie. Dla przedsta-
wienia problemu, wré¢my do petnego toku naszych wywodow.
Mowilismy o $wiecie S i wbudowanej wen konstrukcji pojec.
Nie dzieliliSmy jej na matematyczng i niematematyczna. Do-
piero w ktoryms$ momencie pojawila si¢ matematyka, ktora za-
zwyczaj wyodrgbnia sig sposrod ogotu dociekan Scistoscia
—inaczej rygorem — cecha wcale dla niej nie najwazniej-
sza. Nierygorystyczne fazy rozumowan sgq rowniez mate-
matyka, chociaz woleli§my je nazwaé matematycznos$cia, aby
nie wychodzi¢ poza ustalony zwyczaj. Nie wykluczamy wigc,
ze wszystko w §wiecie jest matematyczne, przynajmniej po-
tencjalnie.

Pozostaja wszakze cate obszary zjawisk przyrody, do kto-
rych z nasza matematyka nie zagladamy. Z geometria Euklidesa
mozna i$¢ w dowolnie dalekie regiony kosmiczne, uzyskujac
nadal sensowny opis zjawisk. Korzystat z tego Einstein. Ale juz
Riemann zauwazyt, ze wiarygodnosc¢ fizyczna naszej geometrii
zatraca sig, jesli przechodzimy ku mikroskali. Naiwne przeko-
nania o symetrii, w jakiej pozostaja do siebie nieskonczonosé¢
i zero, trzeba odrzuci¢. Riemann doktadnie si¢ nie wypowiadat,
ale juz w jego czasach budowa punktowa otoczenie zera byta
uswiadomiong trudnoscia myslowa.

Fizyka dwudziestego wieku, wchodzac w mikro$wiat, do-
$wiadczyta tego, co byto przeczuciem Riemanna. W mikro$wie-

cie nie ma bezposrednio nic do powiedzenia nasza matematyka,
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ktora potrafi si¢ tam dosta¢ jedynie za pomoca konstrukcji prze-
strzeni abstrakcyjnych, a wigc w istocie za pomocg czystej aryt-
metyki, ktéra w matematycznos$ci ma pozycje specjalng. Nie
uzyskujemy obrazu podlegajacego kontroli zmystéw. Wymiar,
o jakim mowi si¢ w teoriach kwantowych, nie ttumaczy si¢ na
wymiar odbierany zmystowo. Pewne rzeczy mozna przyblizaé
wyobrazni poprzez analogie w stylu Bohra, w istocie poprzez
metafory.

To, ze jakie$ zjawisko pozostaje p oz a nasza matematyka,
nie znaczy ze jest niematematyczne. Jest po prostu dla nas ma-
tematycznie pusta kraing. Na tym niewielkim fragmencie, ktory
jest nam dostepny, stwierdzenie, ze przyroda jest matematyczna,
jest nie wigeej niz tautologia.

Po6jdzmy jednak krok dalej za tautologicznos$cia tej tauto-
logii. Przyjmijmy sposob widzenia zafascynowanego Schopen-
hauerem Witkacego, ze $wiat zewnetrzny zawdzigcza swoja
matematyczno$¢ nam. Matematyka nie wnika jednak w istotg
$wiata, daje nam tylko pewien przekaz. Grawitacja jest wielka
tajemnica $wiata, a my dostrzegamy tylko kwadrat w prawie
cigzenia i zwiazek tego kwadratu z eliptycznoscia torow pla-
net. Stworca nie musial zna¢ tych wzoréw, nie byty mu one
potrzebne dla rozumienia swego zamystu. Nic nie ujmiemy,
a nawet przeciwnie, dodamy powagi Stworcy, jesli uwolnimy

Stworce od wechodzenia w nasze wzory matematyczne.
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Arytmetyzacja matematyki

Intuicje, ktore kierowaty Calculusem, a ktore jeszcze wystar-
czaty Eulerowi, zmuszone byly w koncu dac si¢ wyrgczy¢ ra-
dykalnemu $rodkowi, jakim byta arytmetyzacja analizy ma-
tematycznej dokonana w poczatkach XIX wieku za sprawa
Cauchy’ego. Analiza matematyczna Cauchy’ego jest od sa-
mego poczatku catkowicie arytmetyczna. Prostej nie musi sig
widzie¢ geometrycznie. Prosta ma by¢ teraz systemem liczbo-
wym, a funkcje — dawne fluenty — okreslone sa arytmetycznie
punkt po punkcie. Nie musimy widzie¢, by liczy¢.

Cauchy nie poszerzal matematyki na ten sposob, w jaki
kilka wiekow wczesniej poszerzyt matematyke Calculus, pod-
porzadkowujac matematyce niedostgpne jej dotad rejony o d-
czuwania $wiata. Matematyka Cauchy’ego nie poszerzata
zmystu matematycznego. Byt to nawet ruch wsteczny, wyklu-
czajacy z analizy pewne jej idee, jesli nie dawaty si¢ poddac je-
dynej w niej idei, ktora byta $cisto$ ¢ natury arytmetycznej.
Cauchy zredukowat analiz¢ Newtona do pojecia liczby.
Nie byt to wszakze powr6t do idei pitagorejskiej. Nie wchodzi
si¢ dwa razy do tej samej rzeki. Liczba u Cauchy’ego nie byta
dawna czysta idea pitagorejska, lecz tworem myslowym, ktory
wszedt do matematyki jako continuum liczbowe, po-
myslane tak, by mogto by¢ polem, na ktérym dawne pojgcia
i postulaty Newtona mogly by¢ uksztattowane w teorig i twier-
dzenia. W niedlugim czasie pojawila si¢ idea zredukowania ca-

tej matematyki do kilku prostych zasad, chociaz nie od razu
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przewidziano na jakiej drodze dojdzie do wielkiej unifikacji.
Kronecker uwazat, ze samo pojgcie liczby nalezy zostawi¢ ta-
kie, jakim byto. Protestowal, widzac proby szukania unifikacji
w pojeciach bardziej pierwotnych.

W matematyce Cauchy’ego funkcja przestawatla by¢ pra-
wem zaleznosci. Nie bylo przeszkod dla okreslania funk-
cji punkt po punkcie, co pomijato uksztattowane dotad intu-
icje, chociaz dowierzano funkcjom zadawanym dowolnym
ruchem reki, a wigc ciaglym z samej swojej natury. Oka-
zato si¢ wszakze, ze dowolny ruch reki nie wnika w petni we
wszystkie aspekty intensywnosci procesow. Ciaglos¢ nie za-
pewnia istnienia pochodnej, a catka nie zawsze jest zdolna do
odtworzenia funkcji z istniejacej wszgdzie pochodnej. Oka-
zato sig, ze to przekonanie Calculuséw i Newtona ma jakie$
wyjatki. Cata druga potowa XIX wieku i wiek XX w mate-
matyce to koncert frapujacych wyjatkow, jakie zaczgla do-
starcza¢ pozbawiona dawnych ograniczen zarytmetyzowana
matematyka.

Odczuwamy nostalgi¢ za matematyka Dnia Szostego, ale
nie wydaje si¢, by mogla ona podda¢ swojemu ogladowi rytm
Dnia Pierwszego, czemu naprzeciw wyszedt wtasnie Augustine
Cauchy. W $wiecie Dnia Szo6stego zjawiska maja charakter ja-
kosciowy i objawiaja si¢ nierowno$ciami. RoOwnosciom
pozostawiony jest status watpliwych co do zaistnienia stanéw
granicznych. Arytmetyczno$¢ to koncert rowno$ci, tozsa-
mos§ci i réwnan, awigc samych osobliwo$ci z punktu wi-

dzenia $wiata Dnia Szostego. Doznania redukuja si¢ do dwoch



Matematyka nie opisuje $wiata, lecz wychodzi mu naprzeciw

wartos$ci logicznych, otwierajac jednocze$nie furtke ku dwuwar-
tosciowej kombinatorycznej eksplozji.

Hermite i Poincare sprzeciwiali si¢ tej inwazji osobliwo-
$ci, ale tez 1 odcigeciu matematyki od jej zrodet przyrodniczych,
z ktorych matematyka juz nie wyrastata, lecz do ktorych jedynie
mogla wracac¢ poprzez zastosowania —pojecie daw-

niej nieznane.

Poszerzanie intuicji

Okazalo si¢ jednak, ze nasza wyobraznia potrafi rozbudowac
si¢ 1 adaptowa¢ wspomniane osobliwosci. Potrafili$my rozsze-
rzy¢ nasz zmyst matematyczny, wbudowujac zarytmetyzowana
analize w nasza §wiadomosc¢. Zdolno$¢ naszej swiadomosci do
adaptacji w sytuacjach daleko odbiegajacych od doswiadczen
zmystowych okazata si¢ wigksza niz ta, ktora widzieli wielcy
sceptycy. Mimo ze nie obserwujemy funkcji Cantora — Lebes-
gue’a w zjawiskach przyrody, to jednak umiemy ja umiescic nie
tylko w naszym §wiecie S, ale potrafimy sobie wyobrazi¢ pewne
stany graniczne zjawisk przyrody, w ktorych ta funkcja sig poja-
wia si¢ juz nie jako osobliwo$¢, lecz jako stan graniczny idealny.

Przyktad zarytmetyzowanej matematyki stawia przed nami
pytanie o to, jak daleko $wiat S naszych mysli moze pdj$¢ w ada-
ptacji osobliwosci arytmetycznych, wbudowujac odpowiednia
w nas zmyslowos$¢ juz $cisle matematyczna, o ktorej pisze Fe-

lix Klein w jednym ze wspomnianych na wstgpie wyktadow.
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Wydaje sig, ze ta zdolno$¢ adaptacyjna jest daleka od wyczer-
pania pod warunkiem wszakze, by nie naruszone byly prawa
jakimi $wiat S si¢ rzadzi. Dowdd komputerowy twierdzenia
o czterech barwach nie spelnia tego warunku. Swiat S nie po-
zwala si¢ wyrecza¢ w potwierdzaniu niewypracowanych przez
siebie prawd. Akceptacja prawdy jest w jego gestii i zaden do-
wod, ktory nie angazowal emocjonalnie $§wiata S, nie moze by¢
przez $§wiat S uznany. Dano to kiedy$ do zrozumienia Galile-
uszowi, ktory zwazyt pole pod cykloida i mimo ze wynik byt

prawidlowy, nie zaistnial w matematyce.

Zbior i liczba

Zbiory sajuz u Euklidesa. Stynny dowod nieistnienia naj-
wigkszej liczby pierwszej poprzedzony jest w Elementach roz-
winigciem teorii podzielnosci wykorzystujacej rytm indukcyjny
zbioru liczb naturalnych. Wraca do tego Gauss. Zbidr nie jest
u Gaussa, podobnie jak u Euklidesa, jeszcze pojeciem, lecz je-
dynie wygoda stowna. Ale teraz zbior nie musi by¢ z gory dany.
Ten zbidrsi¢ wprowadza dorozwazani wprowadza sig
dziatania na jego elementach. Przyktadem jest zbior przedsta-
wiajacy krate liczb catkowitych na plaszczyznie z dzialaniami
takimi jak na liczbach zespolonych. Po wprowadzeniu pojg-
cia podzielnosci powstaje system liczbowy inny niz znany do-
tad system liczb catkowitych. Ma sens pojecie liczby pierwszej

i prawdziwe jest twierdzenie o rozktadzie na czynniki pierw-
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sze, ale w pewnych kratach budowanych wedtug tego wzoru sa
wyjatki dla jednoznacznosci rozktadu. Dla Dedekinda — ucznia
Gaussa i tworcy algebry abstrakcyjnej — nie byto juz watpliwo-
$ci, ze zbiory sa nieodtacznym towarzyszem liczby.

Samo pojgcie zbioru nie ma wyraznego wbudowania w na-
sza zmystowos¢. Zbioru nie widzimy w formie czystej, lecz
zawsze we wcieleniu w jaka$ sytuacje matematyczna.
Z drugiej jednak strony, pojgcie zbioru czystego elementu i na-
lezenia do zbioru, zaspakaja jaka$ nasza potrzebe myslowa
i byto od dawna obecne w rozmyslaniach filozoféw. Nie byto
jednak potrzeba matematyki.

W pierwszym odruchu mysli cheieliby$my widzie¢ zbiory
czyste jako tworzywo liczby. Tymczasem, jak zauwaza Ale-
xander Wittenberg w pelnej gruntownych przemyslen
ksiazce, konkretne czysto myslowe zbiory sa dane nam od razu
wraz z liczba. Zbiér i liczba wydaja si¢ dla naszej zmystowosci
nieroztaczne. Filozof, ktory akurat widzi to zdanie, podpowiada,
ze moze to by¢ rzecz ta sama. Miejmy na uwadze $wia-
tlo, ktore objawia si¢ nam raz jako strumien czastek, a raz jako
fala, z tym, ze liczba ujawnia dwa jakby niezalezne aspekty: po-
rzadkowy i ilo$ciowy.

Frege proponowat widzie¢ liczbg jako abstrakt powstaty
po utozsamieniu wszystkich zbioréw tej samej licznosci.
Z pojec o zbiorze wyprowadzat aspekt ilosciowy liczby. Russell
wskazal na niewykonalno$¢ tego zamiaru z powodu trudnosci
zwigzanych z pojeciem o zbiorze wszystkich zbiorow. Cantor
upatrywat zalamanie tego zamystu gdzie indziej. Widziat liczby
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jako pewne wyrdznione elementy swojej skali liczb porzadko-
wych. Abstrakcja Fregego jest zbedna — twierdzit — skoro dla
abstraktow mamy zawczasu gotowych reprezentantow.

Liczbowos¢, nie pojecie o zbiorze, kierowato Cantorem,
kiedy bedac na kroku o, reprezentujacym pelny ciag liczb na-
turalnych, stawiat kroki o + 1, ® + 2 i dalsze. Ale czy byly one
oczekiwane przez jego swiadomos¢, czy byl to przymus my-
slowy, ktoremu si¢ poddawal? Z tego, co mozemy wyczytac
z jego Memoire Nr 5, byto to wymuszenie. Po przekroczeniu
progu nieskonczonosci, nie odczuwamy spodziewanego poczu-
cia poetycznosci. Skala liczb porzadkowych jest w swoich po-
czatkowych partiach, po wyjsciu poza liczby naturalne, szara.
Dopiero w duzej skali ujawnia si¢ w niej echo rytmu pierwot-
nego, nastgpstwa, nieodwracalno$ci i niemozliwosci powie-
dzenia stop.

Wobec nieokreslonoséci w naszej zmystowosci, zbiory wcie-
laja si¢ w materi¢ matematyczna nieraz podstgpnie bardzo da-
leko, a wchodzac w nieswoje role, myla nasze zmysty. Cantora
zaskoczyto odkrycie, ze ptaszczyzna ma tyle samo punktow co
prosta, i trzeba byto dopiero do§wiadczonego Dedekinda, aby
widzie¢, ze nie obala to niczego, co naruszatoby nasze wyobra-
zenia o wymiarze. Zbiory wcielaja si¢ — jak si¢ powszechnie sa-
dzi —we wszelkie sytuacje matematyczne. Wedtug Dede-
kinda, daja tym sytuacjom swoiste ich rozumienie. Rozumiemy
lepiej prosta geometryczna, jesli rozmiescimy na niej jakie$
punkty, dochodzac w koncu do zbudowania zbioru nazywa-

nego continuum, ktérego system elementow odzwierciedla
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w sensie porzadku system punktéw prostej. Wedtug Dedekinda,
continuum — nie bedac tym samym co prosta — objasnia
pewne aspekty jej budowy. Na elementy zbioru — pisze Dede-
kind — nie musimy patrze¢ jako na budulec, lecz jako na co$
co stuzy. Elementy continuum stuza wyjasnieniu jego bu-
dowy, nie sa jednak tym, co je stano wi. Tak widziat Dede-
kind role zbiorow w Stetigkeit und irrationale Zahlen.

Ale zbiory widziane jako budule ¢ konstrukcji matema-
tycznych rowniez nie sa nam obce. Juz starozytni probowali
mysle¢ o figurach geometrycznych jako zbudowanych z punk-
tow. Prowadzito to jednak do licznych trudnosci, ktére przedys-
kutowat Arystoteles, znajac wezesniej wypowiedziane obiekcje
Zenona z Elei. Widzimy nadal w tym trudno$¢. Budowa punk-
towa przestrzeni ktoci sig¢ z naszymi o niej geometrycznymi
wyobrazeniami. Ale wtasnie to dzigki tej niezgodnosci wiemy
0 przestrzeni cos$, czego bez tego testu bySmy nie wiedzieli. Ma-
tematyka penetruje teren hipotezami, ktore pelnia w niej rolg
eksperymentow.

Kiedy oderwiemy si¢ od kontekstu geometrycznego, zbior
staje si¢ dlanas zbiorem czystym izadna zmystowos¢
nie broni nas przed pomysleniem zbiorujako zbudowanego
ze swych elementow. Jest to sytuacja Cantora.

Cantor dat dwa dowody, ze liczebno$¢ punktow continuum
przewyzsza liczebno$¢ zbioru liczb naturalnych, dowodzac, ze
zaden ciag jego elementow nie wyczerpuje catego continuum.

W pierwszym dowodzie (1874) trzymat si¢ kontekstu geo-

metrycznego, patrzac na continuum jak na punktowo zbudo-
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wana prosta. Majac ciag punktow wykazywal, ze nie wypelnia
on prostej. W tym celu rozwazat odcinek omijajacy pierwszy
wyraz ciagu, nastgpnie zawarty we wnetrzu tego odcinka odci-
nek omijajacy drugi z kolei wyraz, i to post¢gpowanie kontynu-
owat. Punkt lezacy w przekroju tak otrzymywanych odcinkow
jest r6zny od kazdego z wyrazow ciagu. Istnienie tego punktu
na continuum jest zapewnione wymaganiem ciagtosci uporzad-
kowania, jakie ma continuum. Otrzymany punkt jest zmystowo
dotykalny.

W drugim dowodzie (1890) — duzo p6zniejszym — ignoruje
porzadek na continuum, a widzenie jego elementow redukuje do
ich rozwinig¢ cyfrowych. Dla uproszczenia, niech beda to roz-
winigcia dwdjkowe, z cyframi 0 1 1, w ktorych te cyfry moga
by¢ traktowane jako symbole. Poza kazdym ciggiem tego ro-
dzaju uktadow cyfrowych jest uktad niewchodzacy w sktad do-
tad rozwazanych. Przyktadem jest uktad, ktorego n-ta cyfra jest
rozna od n-tej cyfry n-tego z kolei uktadu. Ten dowod, zwany
przekatniowym, przebiega w czystej mysli, bez udziatu
wyobrazen geometrycznych, a nawet liczbowych...

Dowiedli$my, ze zbior wspomnianych uktadow jest wigk-
szej liczebnosci niz zbidr liczb naturalnych. Nic nie stoi na prze-
szkodzie, by to samo rozumowanie przeprowadzi¢ na tym wigk-
szym zbiorze, rozpatrujac na nim funkcje, ktorych warto$ciami
sa symbole 01 1. Otrzymany zbior jest liczebniejszy od poprzed-
nio otrzymanego. Nie mozna zatrzyma¢ mysli przed pomysle-
niem dalszego takiego kroku. Skala liczebnosci zbioréw oka-

zuje si¢ niczym nieograniczona!
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Poprzedni dowod, geometryczny, nie powodowat tego ro-
dzaju ek splozji. Zbiory zwiazane z sytuacjami kontrolowa-
nymi zmystowo nie eksploduja!

Podane dwa dowody sa w pewnej analogii do dwoch do-
wodow istnienia wielkosci niewspotmiernych, ktore przekazata
nam starozytnos$¢. Niewspotmiernosci byty odkryte najpierw
w geometrii na przykladach, migdzy innymi boku kwadratu
i przekatni oraz boku i wysokosci w trojkacie rownobocznym,
z indywidualnymi dla kazdego przypadku dowodami opartymi
na prawach przestawania trojkatow. Pozniejszy dowdd Eukli-
desa oparty na twierdzeniu liczbowym o jednoznacznosci roz-
ktadu liczby na czynniki pierwsze, daje jednym rozumowaniem
nieskonczong seri¢ przyktadow, co na owe czasy mozna byto

uzna¢ za eksplozjge. W dowodzie uczestniczyto pojgcie zbioru.

Dobry porzadek

Profesor Mikusinski chciat si¢ koniecznie sam przekonaé, ze
lemat Zorna mozna wyprowadzi¢ nie uzywajac liczb poza-
skonczonych, i podat tadny tego dowod. Budowat w tym celu
w danym zbiorze czgsciowo uporzadkowanym tancuch nieprze-
dtuzalny przy pomocy samego tylko pewnika wyboru. Lubit
przypominac ten swoj dowod, ale za ktoryms razem mozna bylo
ustysze¢ uwage: cheiatem ominaé liczby porzadkowe, ale kiedy
budowalem tancuch nieprzedtuzalny, ten — mimo, ze wcale tego

nie chciatem — okazat si¢ dobrze uporzadkowany.
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Podziwia si¢ Cantora za jego konstrukcje skali dobrze
uporzadkowanej, Ale nietrudna obserwacja przekonuje nas,
ze ten dobry porzadek tworzyt si¢ sam! Wcze$niej niz Cantor
przekonal nas w Was sind und was sollen die Zahlen? o aprio-
rycznym wbudowaniu w nas dobrego uporzadkowania Dede-
kind. Majac mysl, nie potrafimy uwolni¢ si¢ od mysli o tej my-
$li i wpadamy w przymus iteracji, w indukcyjnie dynamiczny
system liczb naturalnych. Ten porzadek, nazwany umownie
dobrym, daje nam w podarunku sama natura naszego my-
slenia. Porzadki zw ykte nasza my$l zapozycza ze zjawisk
spoza $wiata S.

Uwaza sig, ze dobry porzadek to wymaganie dodatkowe.
Nic btedniejszego! Znaczytoby to bowiem, ze dla uzyskania do-
brego porzadku wystarczytoby najpierw mie¢ porzadek jaki-
kolwiek, a potem go poprawi¢. Tymczasem nie umiemy do-
stac tego jakiegokolwiek porzadku sama konstrukcja myslowa.
Continuum, ktére punktami wypelnia prosta, budujemy majac
wczesniej podpowiedz od przyrody. Zgodzitby si¢ z tym Her-
mann Weyl. Ten o naturze fizycznej pret nie jest tworem
arytmetycznym. Arytmetycznie budujemy tylko jego pewna eg-
zemplifikacjeg.

Wymaganie zwyktego liniowego porzadku jest logicznie
stabsze, ale matematyka apriorycznie w nas wbudowana, nie ob-
darzyta nas zadnym przyktadem, Ogolniejsza, podobna sytuacja
jest proba pomyslenia dowolnego zbioru bez odwoty-
wania si¢ do zadnych zmystowych spostrzezen. Nie umiemy

pomysle¢ tu innych przyktadow poza systemem liczb natural-
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nych i jego odcinkami poczatkowymi. Dorzuémy to tego jeszcze
odcinki liczb porzadkowych Cantora. Nie mamy innych aprio-
rycznie wbudowanych w nas zbioréw niz wspomniane zbiory
liczDb, ktdre same sa w istocie liczbami. Wspominalismy o tym
juz wezesniej powotujac si¢ na Wittenberga. Nie zwracaja uwagi
na ten paradoks tworcy teorii mnogosci.

Matematyka aprioryczna w nas wbudowana jest matema-
tyka arytmetyczna. Ten nie nasz rdzenjest sola na-
szej matematyki. Ale jej kwiatem jest matematyka staba,
ta, ktora sami myslowo wypracowujemy. Jej przyktadem sa
kontemplacyjne zasady geometrii i calculusu. Ta matematyka,
karmiona postrzezeniami idacymi od §wiata zewngtrznego, two-
rzona jest przy pelnym udziale naszej swiadomosci, Wydaje sig,
ze moglaby zaistnie¢ bez udziatu arytmetyki. Ale mozna tez po-
mys$le¢ matematyke czysto arytmetyczna. My$lac o naturze ma-
tematyki, powinno si¢ bra¢ pod uwagg te dwie skrajnosci, weale

realne.

Eksplozja i zwienczenia

WidzieliSmy wcze$niej, jak zbdr w postaci czystej pozosta-
wiony sam sobie eksploduje niedajacymi zatrzymac sig przez
mysli myslowymi konstrukcjami. Rozpatrywana tam funk-
cja przyjmujaca na elementach zbioru symboliczne wartosci 0
lub 1, moze by¢ widziana jako podzbidr zbioru, ztozony
z tych elementow zbioru, na ktorych funkcja przyjmuje wartosé¢
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1. Twierdzenie Cantora mozna wigc rozumie¢ tak, ze zbidr
podzbiordw zbioru przewyzsza liczebnoscia sam zbior. Po-
przednia eksplozje widzimy teraz nieco prosciej.

Tak liberalne rozumienie podzbioru napotyka na okre-
slone przeszkody, jesli continuum widzimy geometrycznie. Od
podzbioréw teraz mozna czego$ wymagac, na przyktad tego,
by mozna bylo na nich rozwinaé pojecia miary i catki. Jesli
zbior ma strukturg grupy, sensowne sa podzbiory zamknigte ze
wzgledu na dziatanie grupowe, to jest podgrupy Na zbiorze czy-
stym nie ma mozliwosci niepomys$lenia zbioru, ktory da
si¢ pomysle¢, a nawet do jego usunigcia, jesli juz zawital do
naszych mysli. Nie mozemy nie pomysle¢ zbioru pustego, je-
$li juz jako$ zostal pomys$lany. Ta niemozliwos$¢ niepomyslenia
zaciazyla na catej teorii zbioréw. A jest to niczym innym niz to,
co Cantor w Memoire Nr 5 nazywal swoboda przyjecia na
mysl wszystkiego, co nie prowadzi do logicznych sprzecznosci.
W innych stowach, i raczej z troska niz z wyczuwanym tu sarka-
zmem, wypowiedziat to Profesor Andrzej Mostowski w latach
50. na Kongresie w Patacu Staszica.

Teoria zbiorow zna jeszcze jeden przymus, ktéry jest
wspolny swobodnie rozwijajacym sig teoriom. Jest to przy-
mus zwienczen. Zetkneli si¢ z tym juz Ojcowie KoSciota
i filozofowie scholastyczni (inni niz ci, ktorzy byli prekursorami
calculusu), dyskutujac o uniwersaliach takich jak praprzyczyna
i omnipotencja. Ale weczesniej byt Platon, ktory dla potaczenia
rzeczy w $wiecie oddzielonych, powotywat do §wiata S naszych
mysli idee nadrzedne, ktore miaty te rzeczy wytlumaczac.
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Ten przymus myslowy kierowat filozofow bizantynskich — jak
czytamy o tym u Focjusza — do rozumienia wielosci poprzez do-
strzezenie w niej wspdlnotowej jednosci. Surowa mysl Arysto-
telesa i Newtona odrzucata tego rodzaju myslowe konstrukcje,
wypowiadajac dumnie swoje hypotheses non fingo,
a Ockham wczesniej wypowiadat swoje: nie mnozyc¢ by-
tow bez potrzeby.

Co$ podobnego napotykamy i w matematyce czystej, bg-
dacej konglomeratem nieopowiazanych ze soba dyscyplin, wal-
czacych o miejsce w naszym $wiecie S. Rozumienie catosci, ja-
kie osiagamy rozbudowujac pojgcia poza granice wszelkiego
odczuwania zmystowego, jest w istocie utuda rozumienia. Do-
dajmy tez, ze znane nam dotad zbyt rozbudowane teorie pry-
skaly jak banki mydlane, bedac w istocie naszymi zyczeniami
mys$lowymi. Przypominaja si¢ nam przy tej okazji stowa Kro-
neckera z listu do Cantora o teoriach, ktore przemijaja, a jedyne
co z nich zostaje, to w z ory. Zastapmy wszakze to archaiczne
stowo terminem w zor z e ¢, bardziej odpowiadajacym wspot-
czesnej matematyce.

Bo matematyke mozna rozumiec¢ tez jako kolekcje wzor-
cow, unikajac budowania gmachu zwienczajacego wszystko.
Mamy tu Sierpinskiego, mistrza detalu. Wchodzimy do mate-
matyki odkrywajac jakis jej frapujacy fragment. Te frapu-
jace fragmenty sa istota matematyki, wiaza ja poprzez odczu-
cia zmystowe z prawdziwa rzeczywistoscia. W ich odkrywaniu
zmyst matematyczny wychodzi poza rolg kuriera, w ktorej wi-

dzial matematykow niechetny matematyce Filozof.
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Znane z przesztosci ,,prawa najwyzsze”, ktorymi obdarzali
nas Platon i Hoene-Wronski, daja jedynie utudg rozumienia.
Nie dala si¢ zamkna¢ analiza matematyczna w wielce obiecu-
jacy $wiat szeregébw Taylora, ani geometria w swoje formali-
zmy osiemnastowieczne. Przypominajac jednak te proby, my-
slimy w istocie o wielkich formalizmach naszych czaséw. Na
ich przyktadzie widzimy, jak po okresie rozwoju i ukazywaniu
matematyce nowych horyzontow, przychodzi moment, kiedy
zaczynaja matematyke ogranicza¢. W stadium poczatkowym
teorii zbiorow mo glismy sig cieszy¢ z tego, ze w tak wielu
rzeczach daje si¢ widzie¢ zbiory. Wspodlczesne tendencje

zmuszaja nas do widzenia w postaci zbioru kazdej rzeczy.

Spojrzenie w przysztos¢

Czytamy u przyrodnika José Delgado (1971), ze istotom zywym
konieczny jest dla ich zdrowia wewngtrznego nieprzerwany do-
ptyw nowosci i pobudzen idacych z zewnatrz. Jest to po-
k arm, bez ktdrego nasze sity myslowe stabna. Jesli ten doptyw
si¢ utrzyma, matematyka ma zapewniony rozwdj. Bo nie sg dla
matematyki przeszkoda trudnosci dowodowe. Znaczenie twier-
dzenia matematycznego nie zalezy od tego, czy znalazto si¢ dla
niego dowod, ale od tego, jakie ma miejsce w naszym $wiecie
S. Lemat Zorna i lemat Urysohna nie przestatyby mie¢ znacze-
nia, jesliby pozostaty niedowiedzionymi zasadami. Jesli stwa-

rzatyby trudnosci, takie jak kiedys$ aporie Zenona, matematyka
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znalazlaby sposoby, by siggnac¢ po przebudowg poj¢é. Dlatego
to nie twierdzenie Gddla jest tym, co mogtoby zahamowac roz-
wo0j matematyki.

Przyczyny do obaw sa gdzie indziej. Moze wydac¢ si¢ nie-
stosownym wypowiada¢ je w czasie, w ktorym na naszych
oczach padty najwigksze stuletnie problemy, a nat¢zenie po-
toku rezultatéw matematycznych przewyzsza wszystko to, co
w przesztosci. Niepokdj ma jednak swe uzasadnienie, bo nate-
zenie potoku odkry¢ matematycznych zawdzigczamy urucho-
mieniu calego nagromadzonego dotad zasobu $rodkoéw arytme-
tycznych, ktore znajduja dla siebie pokarm wsrod problemow

juz dawniej postawionych.

Wyczerpuje si¢ nasze bezposrednie odczuwanie mate-
matyki obecnej w zjawiskach. Jak pisze S.P. Zervos, nie
uczymy si¢ od naszych braci mniejszych, odcinajac si¢ od nie-
cztowieczych zrodet metafizyki. Ale i nauki przyrodnicze prze-
staty by¢ hojne w problemy. To dzigki nim matematyka rozsze-
rzata si¢ o nowe pola badan, matematyzujac nowe obszary. Nie
zaspakaja tej potrzeby zmatematyzowana krancowo fizyka, kto-
rej problemy sa najczesciej wtdrnymi problemami matema-
tycznymi. Wglad w mikro$wiat mogiby wzbogaci¢ matematyke,
ale tak nie jest. Dla jego penetracji fizycy wola eksploatowac
dawno juz rozwinigte metody matematyczne.

Mogliby$my wszakze uzna¢, ze matematyka rozwingta sie
juz w okreslonym ksztatcie i domaganie si¢ stalego jej rozwoju

ma postac¢ obsesji. Dlaczego tak nam na matematyce zalezy?
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Czy na twierdzeniach, ktore gdy zyskaja dowod, czeka status
szacownych przedmiotéw kolekcji? Nie. Bo chodzi tez o utrzy-
manie napigcia myslowego, tego niepokoju, ktory towarzyszy
pytaniu matematycznemu. Niepokdj matematyczny — jego na-
tezenie 1 jako$¢ — jest tym, co daje nam poczucie zywotnosci
mys$lowej.

Obawiamy sig¢ tez zej$cia ku matematycznosci czystej. Na-
wet przy catkowitym braku nowych zadan, nasza mysl nie za-
trzyma si¢. Poddana rytmowi pierwotnemu bedzie rozwija¢ do
wyczerpania nagromadzonych dotad mozliwosci. Poznawa-
nie $wiata, w ktorym matematyka dotad uczestniczyta, zejdzie
w niej na daleki plan. Wyobrazamy sobie stan graniczny, kiedy
zostaniemy sam na sam ze zbiorem i liczba, kto-
rych zwiazek ze Swiatem zewnetrznym jest nieoczywisty. Od-
czuwamy mozliwo$¢ tej krancowosci. Mysli beda nie tylko
myslaty si¢ same, ale beda nas zmuszaly do gonitwy wraz
z nimi bez obietnicy ich przezywania. Potok mysli moze by¢
wtedy peten prawd — przy tym absolutnych, bo koniecznych —
nieznajdujacych wszakze oparcia w doznaniach zmystowych,
przez co niemajacych nic wigcej do powiedzenia poza tym, ze

sa prawdami.



Matematyka nie opisuje $wiata, lecz wychodzi mu naprzeciw
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