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1. Uwagi wstepne

ilka lat temu Mateusz Hohol wspélnie z Bartoszem Brozkiem
Kopublikowal ksiazke Umyst matematyczny (Brozek i Hohol,
2014), ktéra dotad miata trzy wydania (2014, 2016, 2017) i doczekata
si¢ bardzo pozytywnych recenzji. Ksiazka Foundations of Geometric
Cognition réwniez dotyczy specyficznego rodzaju ludzkiego pozna-
nia, jakim jest poznanie matematyczne, przy czym uwaga autora
skierowana jest przede wszystkim na poznanie geometryczne. Te
zagadnienia wstepnie omawiat autor stosunkowo niedawno w kilku
artykutach, np.: Od przestrzeni do abstrakcyjnych pojec¢. W strong
poznania geometrycznego (Hohol, 2018, tekst odczytu wygloszo-
nego na V Konferencji Filozofii Matematyki i Informatyki, Poznan,
2016), Cognitive artifacts for geometric reasoning (Hohol i Mitkow-
ski, 2019). Mateusz Hohol prowadzi takze kursy dotyczace poznania
matematycznego (wspdlnie z Krzysztofem Cipora). Zajmuja go réw-
niez problemy metodologiczne nauk kognitywnych, czego wyrazem
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(Hohol, 2013). Ma wreszcie do§wiadczenie, jesli chodzi o ekspery-
mentalne aspekty nauk kognitywnych, co po§wiadczaja jego liczne
artykuty przedstawiajace wyniki konkretnych badan.

Refleksja nad matematyka jako sfera ludzkiego poznania ma
wielowiekowa tradycje, datujaca si¢ od czasow Platona. Rozwazane
w niej byly problemy ontologiczne (jak istnieja obiekty matema-
tyczne), epistemologiczne (jaki mamy dostgp poznawczy do obiektow
matematycznych), zastanawiano si¢ nad zwiazkami taczacymi mate-
matyke ze Swiatem fizycznym (dlaczego matematyka jest skuteczna
w opisie tego §wiata i dostarcza wiarygodnych predykcji), probowano
tez objasnia¢ mechanizmy rzadzace rozwojem matematyki. Tego
typu refleksje naleza do filozofii, metodologii nauk oraz historii ma-
tematyki. Niektére nowe typy refleksji proponuja natomiast nauki
kognitywne, ktérych gtéwnym zadaniem jest badanie mozliwosci
poznawczych, przede wszystkim cztowieka, ale takze innych organi-
zmoéw. Poniewaz nauki kognitywne odwoluja si¢ do ustalerl i metod
wypracowanych w wielu innych dyscyplinach (m.in.: biologii, psy-
chologii, logice, lingwistyce, informatyce), wigc mozna oczekiwac,
Ze proponowane przez nie wizje i teorie struktur poznawczych beda
wieloaspektowe i ze owa interdyscyplinarnos$¢ dostarczy giebszych
wyjasnien badanych zjawisk.

Prace proponujace kognitywne ujgcia matematyki dotycza m.in.:
mechanizméw tworzenia pojeé abstrakcyjnych, przyswajania poje-
cia liczby, wyksztalcania si¢ umiejetnosci arytmetycznych, orientacji
przestrzennej, reprezentacji poje¢ matematycznych w umysle. Stosun-
kowo liczne w literaturze przedmiotu sa prace poswigcone aspektom
czysto numerycznym. Mniej liczne sa natomiast opracowania po-
Swigcone podstawom poznania geometrycznego, co autor podkresla

w swojej ksiazce.
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2. Kognitywne podejscie do geometrii

Mateusz Hohol stara si¢ wykazaé w Foundations of Geometric Co-
gnition, ze ludzkie umiejetnosci geometryczne sa Sci§le powiazane
z mozliwo$ciami poznawczymi, ktére oferuje nam mézg, zwlaszcza
w dziedzinie reprezentacji wzrokowego postrzegania przestrzennego,
przede wszystkim odnoszacego si¢ do rozpoznawania obiektow oraz
przemieszczania si¢ w przestrzeni. Mozliwosci te realizujg si¢ juz na
wczesnym etapie rozwoju. Za rozwdj poznania geometrycznego sa
jednak odpowiedzialne réwniez inne czynniki wskazane przez autora,
m.in.: umiejetno$¢ tworzenia pojeé abstrakcyjnych, ksztattowanie
si¢ mySlenia geometrycznego w oparciu o struktury jezykowe oraz
umiejetnosé tworzenia diagraméw. W centrum zainteresowania autora
znajduje si¢ geometria euklidesowa — autor przedstawia argumentacje,
ktére maja uzasadnié, ze stworzenie takiego systemu geometrii byto
mozliwe wiasnie ze wzgledu na wspomniane wyzej czynniki.

Autor podzielit tekst na cztery rozdziaty, zachowujac wewnatrz
kazdego z nich jednorodno$¢ poruszanej problematyki. Za trafne
pod wzgledem kompozycyjnym uwazac nalezy rozpoczecie kazdego
rozdziatu zapowiedzia zawartych w nim wynikéw, a zakonczenie

podsumowaniem tego, co w danym rozdziale udato si¢ wykazac.

2.1. Myslenie geometryczne

Mateusz Hohol rozpoczyna rozdzial pierwszy (Geometric thin-
king, the paradise of abstraction) od prezentacji wybranych faktéw
dotyczacych genezy systemu geometrii wytozonego w Elementach
Euklidesa. Jak wiadomo, traktat Euklidesa obejmowat nie tylko geo-

metri¢ ptaska i przestrzenng (Ksiggi I-IV, XI-XIII), ale zawierat takze
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rozdziaty poSwigcone arytmetyce (Ksiggi VII-IX) i teorii proporcji
wielkosci (Ksiggi V-VI). Przez wiele wiekéw Elementy byly podsta-
wowym tekstem matematycznym, a geometria traktowana byta jako
gtéwna dyscyplina matematyczna. Takze refleksja filozoficzna nad
matematyka skupiata si¢ na problemach zwiazanych z geometria, co
autor pokazuje, przytaczajac poglady Platona, Kartezjusza i Kanta.
Mateusz Hohol odnotowuje takze uwage Henri Poincarégo, ze geo-
metria euklidesowa jest i pozostanie najbardziej dogodnym sposréd
wielu mozliwych systeméw geometrii. Wskazuje jednak réwniez na
poglad przeciwny, gltoszony przez Hermanna von Helmholtza, ktéry
uwazal, ze geometria euklidesowa nie jest jako§ szczegdlnie uprzy-
wilejowana. Jej uzyteczno$¢ w opisie otaczajacej nas rzeczywistosci
powinna podlega¢, wedle Helmholtza, empirycznej weryfikacji.
Rozdzial pierwszy porusza jeszcze trzy inne typy zagadniefi: psy-
chologiczne aspekty rozwoju umiejgtnosci geometrycznych, naucza-
nie geometrii euklidesowej w szkole oraz stosunek dotychczasowych
refleksji kognitywnych do geometrii. Autor przypomina ustalenia
Birbel Inhelder i Jeana Piageta dotyczace rozwoju intelektualnego
dzieci, przede wszystkim jesli chodzi o przyswajanie sobie pojec geo-
metrycznych, ale przywotuje takze wyniki bardziej wspétczesnych
badan, ukazujace pewne ograniczenia stwierdzen formutowanych
przez wspomnianych psychologéw. Piszac o nauczaniu geometrii
w szkole, autor przedstawia propozycje Diny van Hiele-Geldolf oraz
Pierre’a van Hiele, ktoérzy postulowali, ze przyswajanie sobie pojgc
i umiejetnosci geometrycznych odbywa si¢ na kolejnych etapach,
tworzacych swoista hierarchie. Etap pierwszy jest wizualny, drugi
opisowy, trzeci relacyjny, czwarty odnosi si¢ do formalnych dedukcji,
a piaty do rozwazan na metapoziomie. Mateusz Hohol przywotuje jed-
nak réwniez ustalenia innych badaczy, ktérzy uzupetniali omawiany

model, opierajac si¢ na wynikach eksperymentéw dydaktycznych.
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Pod koniec rozdzialu pierwszego autor krétko przypomina zna-
czace fakty zwigzane z geneza nauk kognitywnych. Zauwaza, ze w do-
tychczasowych refleksjach dotyczacych matematyki prowadzonych
w tych naukach mieliSmy do czynienia z ciekawa réznica: w bada-
niach zdolno$ci numerycznych odnoszono si¢ zwykle do najprost-
szych czynno$ci zwigzanych z liczeniem, natomiast rozwazania do-
tyczace geometrii (prowadzone np. w ramach badan nad sztuczna
inteligencja) odwotywaty si¢ raczej do rozumowan, przeprowadza-

nych na bardziej abstrakcyjnym poziomie.

2.2. Badania eksperymentalne

Rozdziat drugi (The hardwired foundations of geometric cogni-
tion) informuje przede wszystkim o wynikach badan eksperymental-
nych nad poznaniem geometrycznym, ale takze o probach konstrukcji
teorii, wyjasniajacych wyniki eksperymentéw. Wystepujacy w tytule
rozdziatu termin ,,hardwired” ma nastgpujace objasnienia w Cam-

bridge Dictionary:

1. automatically thinking or behaving in a particular way;
2. built to work in a particular way that cannot be changed with
new software;

3. physically connected by wires for carrying a signal.

Stowniki angielsko-polskie podaja nastgpujace thumaczenia ter-
minu ,.hardwired”: zaprogramowany, zakorzeniony, wbudowany, za-
kodowany, podtaczony. Tytut rozdzialu zapowiada wigc, ze bedzie

W nim mowa o tym, jak poznanie geometryczne opiera si¢ na struk-
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turach i funkcjonowaniu mézgu i uktadu nerwowego, a doktadnie;j:

co na razie wiemy na ten temat na podstawie przeprowadzanych

eksperymentow.

Poniewaz dysponujemy spora réznorodnoscia wynikéw badan

eksperymentalnych dotyczacych tego, jak ludzie i zwierzgta poznaja

Swiat, wigc potrzebna jest jaka$ rozsadna ich systematyzacja. Mateusz

Hohol wykorzystuje w tym celu cztery rodzaje pytan eksplanacyj-

nych zaproponowanych przez Nikolaasa Tinbergena w On aims and

methods of ethology (Tinbergen, 1963):

Ujecie Aspekty bezposrednie | Aspekty koiicowe (ewolucyjne)
synchroniczne | Jak to dziata? Jak to wspomaga przystosowanie?
(pytanie o przyczyng) | (warto$¢ adaptacyjna)
diachroniczne | Jak to si¢ rozwija? Jak to powstato?
(ontogeneza) (filogeneza)

W filozoficznej refleksji nad poznaniem geometrycznym wybie-

rano (za Kantem) tezg o wrodzonosci tego typu poznania i w kon-

sekwencji przekonanie o istnieniu jakiego§ modutu w mézgu, ktéry

bylby za geometryczne poznanie odpowiedzialny lub tez wybierano

poglad (reprezentowany przez Helmholtza), ze poznanie to ksztalto-

wane jest w trakcie uczenia si¢ struktury przestrzennej §wiata rozpo-

znawanej w aktach percepcji. We wspoéiczesnych badaniach w psycho-

logii oraz w neuronauce czgsto zaklada sig, ze bardziej zaawansowane

zdolnos$ci poznawcze nadbudowywane sa nad prostszymi, filogene-

tycznie uksztattowanymi zdolno$ciami, poprzez interakcje podmiotéw

poznajacych z ich otoczeniem fizycznym i spotecznym. Mateusz Ho-

hol przyjmuje takie wilasnie zatozenia w swoich analizach genezy

i funkcjonowania poznania geometrycznego.
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Dla ustalenia tych filogenetycznych uwarunkowan przeprowa-
dzano wiele eksperymentéw (na dzieciach i dorostych, a takze na
gryzoniach, ptakach i innych stworzeniach) majacych wykazac, ze
w probach osiagnigcia celu jakiej$ akcji (np. poszukiwaniu pozywie-
nia) podmioty eksperymentu wykorzystuja informacje natury geo-
metrycznej. Takie informacje dotyczy¢ moga kierunkéw, odlegtosci,
katéw, ksztattow, ale réwniez pewnych operacji geometrycznych, np.
rotacji ksztaltow plaskich oraz bryt. Prowadzono takze obserwacje za-
chowan innych zwierzat (np. owadéw), wnioskujac na ich podstawie
o wykorzystywaniu przez badane istoty reprezentacji przestrzennych.

Wyniki badan eksperymentalnych powinny by¢ oczywiscie inter-
pretowane w ramach jakiej$ teorii. Autor przywotuje kilka znanych
z literatury przedmiotu propozycji, np. postulat istnienia szczegdl-
nego systemu poznawczego u krggowcdw, nazywanego modutem
geometrycznym, ktéry miatby by¢ odpowiedzialny za wykorzystanie
wskazéwek geometrycznych z otoczenia dla lokalizacji okre§lonych
miejsc. Tzw. rama metryczna bgdaca sktadnikiem tego modutu mia-
taby odpowiadac¢ temu, co wczesniej w psychologii nazywano mapa
poznawcza, a co odnosito si¢ do niejgzykowych reprezentacji umy-
stowych Srodowiska. Za przejawy dziatania takiego modutu uwaza
si¢ aktywacj¢ tzw. komérek miejsca, znajdujacych si¢ w hipokam-
pie. Takze w korze §rédwegchowej wykryto komérki siatki, kierunku
ruchu, predkosci oraz komoérki graniczne. Autor zwraca szczegdlng
uwage na propozycje przedtozone przez Elizabeth Spelke i jej wspot-
pracownikow, ktére zamiast pojecia modutu wykorzystuja pojecie
rdzennego systemu poznawczego. System ten spetnia wiele funkcji,
jest np. odpowiedzialny za przyswojenie sobie przez dziecko zasad
zachowania sig obiektow nieozywionych, wyksztatcenie intuicji proto-
numerycznych, rozumienie nakierowanych na cel zachowan obiektéw

ozywionych. Umozliwia on nam takze geometryczng reprezentacje
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otoczenia, w ktérym si¢ poruszamy oraz rozpoznawanie ksztattow pla-
skich i przestrzennych. Jesli chodzi zatem o poznanie geometryczne,
to (zdaniem Spelke) bazuje ono na dwdch systemach poznawczych
odbierajacych i przetwarzajacych informacje z otoczenia, ktére cha-
rakteryzuja sie tym, Ze sa stare ewolucyjnie, wczesne rozwojowo,

a w dodatku takze kulturowo uniwersalne:

1. Core system of layout geometry. Zwiazany jest z hipokampem
i kora srédwechowa. Przetwarza reprezentacje tréjwymiaro-
wych uktadéw przestrzennych. Jest wykorzystywany do orien-
tacji w otaczajacym organizm Srodowisku. System ten jest
czuty na informacje dotyczace odlegtosci oraz kierunku (ale
nie katéw).

2. Core system of object geometry. Zwiazany jest z bocznymi
strukturami ptata potylicznego. Przetwarza obrazy dwuwymia-
rowe i ruchome wzorce wizualne, umozliwia m.in. dokony-
wanie w umysle obrotu obiektow. Stuzy przede wszystkim do
kategoryzacji obiektow. System ten jest czuty na informacje

dotyczace dtugosci i katéw (ale nie kierunku).

W dalszych czgSciach tego rozdziatu autor odpowiada na cztery
pytania wspomniane wcze$niej, czyli pytania o: przyczyne, warto$¢
adaptacyjna, ontogenezg i filogenezg rdzennych systeméw geometrii.
Szczegolnie interesujace sa fragmenty dotyczace filogenezy, w kto-
rych autor omawia wyniki obserwacji i eksperymentéw (oraz zwiaza-
nych z nimi kontrowersji) po§wigconych reprezentacji przestrzenne;j
i nawigacji u réznych gatunkéw zwierzat. Interpretacja tych wynikéw
moze sktaniaé do przypuszczenia, ze jakie$§ formy poznania geome-
trycznego byly obecne juz na bardzo wczesnych etapach ewolucji.
Z kolei ustalenia ontogenetyczne pozwalaja przypuszczaé, ze pewne

ograniczenia kazdego z dwdch rdzennych systeméw geometrii zostaja
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przezwycigzone poprzez nowy, specyficzny dla cztowieka system,
w ktérym adekwatnie ujmowane sa dtugos¢, kierunek, katy, a ktérego
utworzenie umozliwione jest poprzez wykorzystanie jezyka zawie-
rajacego wyrazenia przestrzenne oraz wykorzystanie symbolicznych
reprezentacji graficznych.

2.3. Abstrakcje i poznanie ucielesnione

Rozdziat trzeci (Embodiment and abstraction) dotyczy tworzenia
1 przetwarzania poje¢ abstrakcyjnych. Status pojeé abstrakcyjnych
byl zawsze w centrum zainteresowania filozofii. W ksiazce Mate-
usza Hohola nie chodzi jednak oczywiscie o odwotywanie si¢ do
refleksji filozoficznych na temat tych pojeé, ale o to, jak ujmowane
sa one w perspektywie nauk kognitywnych. W poczatkowej fazie
rozwoju tych nauk pojecia rozumiane byty jako amodalne reprezenta-
cje umystowe, przetwarzane przez systemy poznawcze niezwiazane
bezposrednio np. z percepcja ruchu, a odwotujace si¢ raczej do ma-
nipulacji na symbolach. Mateusz Hohol wskazuje jednak na pewne
istotne trudnosci takiego amodalnego podejscia na przyktadzie oma-
wianego przez Harnada tzw. problemu ugruntowania pojeé: w jaki
spos6b mozemy nadaé znaczenie symbolom, odwolujac si¢ jedynie
do innych symboli i taczacych je regut?

Bardziej wspotczesne podej$cia w naukach kognitywnych pré-
buja rozwiazac tego typu problemy poprzez odwotanie si¢ do idei
poznania ucielesnionego. Wedle takich uje¢ pojgcia ugruntowane sa
w ostatecznym rozrachunku na aktywnosciach sensoro-motorycznych.
Skrajna wersja ucielesnionego poznania w odniesieniu do pojg¢ mate-
matycznych zostala zaprezentowana w monografii Lakoffa i Nifieza
Where Mathematics Comes from: How the Embodied Mind Brings
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Mathematics into Being (Lakoft 1 Nufez, 2000), ktérej autorzy twier-
dza, ze calos$¢ genezy i funkcjonowania matematyki mozna wyjasni¢
przez odwotanie si¢ do tworzenia abstrakcyjnych pojeé metoda me-
tafor poznawczych, ktére wywodza te pojecia z pojec prostszych,
a ostatecznie odwoluja si¢ do doswiadczenia sensoro-motorycznego.
Propozycjom Lakoffa i Niifieza brakuje jednak solidnych podstaw
empirycznych, a ich prezentacja zawiera stwierdzenia, na ktérych
nietrafno$¢ zwracali uwage matematycy w recenzjach tej pracy. Ma-
teusz Hohol przywoluje réwniez zastrzezenia wobec tej koncepcji
formutowane na gruncie psychologii rozwojowej (zdolno$¢ rozumie-
nia metafor poznawczych jest p6Zniejsza niz zdolno$¢ rozumienia
poje¢ abstrakcyjnych), neuronauki (struktury sensoro-motoryczne nie
zawsze sa aktywowane podczas operowania na pojgciach abstrakcyj-
nych) czy wreszcie historii matematyki (podstawy greckiej geometrii
nie byty ustalane metoda tworzenia metafor pojgciowych).

Mateusz Hohol odnosi si¢ natomiast z sympatia do pewnych
umiarkowanych koncepcji ucielesnionego poznania, jak np. koncep-
cja uciele$nionego i odcielesnionego poznania Guya Dove’a, ktéra
miataby uzgodnié reprezentacyjng teori¢ umystu ze stosownie rozu-
mianym poznaniem ucielesnionym, odwotujac si¢ réwniez do wy-
pracowanej przez Lawrence’a Barsalou teorii symboli percepcyjno-
-motorycznych i proponowanej przez Allana Paivio koncepcji podwoj-
nego kodowania. Potwierdzono empirycznie istnienie w strukturach
sensoro-motorycznych tzw. symulatoréw, bedacych swoistymi wzor-
cami aktywnosci, przywotywanymi podczas operowania pojgciami.
Teoria podwdjnego kodowania postuluje istnienie dwéch rodzajéw
reprezentacji umystowych: jeden z nich funkcjonuje analogowo, na za-
sadzie podobienstwa percepcyjnego, drugi natomiast odpowiedzialny
jest za kodowanie symboli jgzykowych. Pojgcia konkretne kodowane

1 przetwarzane sa w obu wymienionych rodzajach reprezentacji, na-
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tomiast pojecia abstrakcyjne jedynie w drugim z nich. I to wtasnie
pojecia abstrakcyjne sa od-ciele$§nione w tym sensie, gdyz ich zna-
czenie nie zalezy tylko od czynnikéw sensoro-motorycznych. Oba
systemy reprezentacji jednak wspoétdzialaja, przez co problem ugrun-
towania poje¢ wydaje si¢ by¢ rozwiagzany. Mateusz Hohol przytacza
liczne przyktady wynikéw badan eksperymentalnych (neuroobrazowa-
nie, przezczaszkowa stymulacja magnetyczna, potencjaly wywotane,
eksperymenty behawioralne), ktére potwierdzaja tezg o werbalnym
kodowaniu pojg¢ abstrakcyjnych. Wedle Guya Dove’a kodowanie je-
zykowe pojeé wylania si¢ w procesie ontogenezy, zgodnie z koncepcja

rozwoju psychicznego proponowang przez Lwa Wygotskiego.

2.4. Historia kognitywna

W rozdziale czwartym (Cognitive artifacts and Euclid: diagrams
and formulae) autor wraca do omawianego na poczatku ksiazki sys-
temu geometrii Euklidesa. Nie sa to jednak rozwazania na temat
historii matematyki, ale raczej to, co Reviel Netz w swoim znanym
dziele The Shaping of Deduction in Greek Mathematics (Netz, 1999)
nazywa historiag kognitywna. W interesujacym nas tutaj przypadku
chodzi o histori¢ kognitywna poznania geometrycznego, ktérego re-
zultatem jest w pelni uksztattowany system geometrii euklidesowe;j.
Istotng rolg w tym systemie pelnia rozumowania dedukcyjne. Do pod-
stawowych §rodkéw uzywanych w tych rozumowaniach Netz zalicza
diagramy wyposazone w oznaczenia literowe oraz wyspecjalizowany
jezyk, odnoszacy si¢ do poje¢ geometrycznych i skladajacy si¢ ze
stabilnych co do formy i znaczenia wyrazen. Wedle Netza uzycie tych
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Srodkéw przyczynia si¢ do uzyskania przez rozwazane rozumowania
dwoéch fundamentalnych cech: petnej ogdélnosci oraz koniecznego
charakteru uzyskiwanych wnioskow.

Jak wiadomo, w Elementach podaje si¢ definicje, postulaty i po-
jecia wspolne. Niektére z definicji sa objasnieniami intuicyjnymi.
Pojecia wspdlne zwiagzane sa z tym co dzisiaj nazywamy aksjoma-
tami identycznosci. Postulaty sformulowane sa nastgpujaco (Euklides,
2013, s. 275):

1. Niech begdzie postulowane, aby z kazdego punktu do kazdego
punktu poprowadzi¢ lini¢ prosta.

I przedtuzy¢ ograniczong prosta w sposéb ciagly na proste;j.
Z danego centrum i danym promieniem zakresli¢ koto.

Katy proste sa réwne jeden drugiemu.

A

Gdy prosta, padajac na dwie inne proste, tworzy katy we-
wnetrzne na tej samej czgSci mniejsze dwoém katom prostym,
to te dwie proste przedtuzane nieskonczenie dotkna si¢ na tej

cze$ci, na ktérej sa mniejsze dwém katom prostym.

We wszystkich twierdzeniach i zadaniach konstrukcyjnych wyko-
rzystuje si¢ jedynie podane definicje, pojecia wspélne i postulaty, bez
zadnych odwotan do jakichkolwiek ustaleri zewnetrznych. Catkiem
osobnym problemem jest to, ze w rozumowaniach Euklidesa sa pewne
ukryte zalozenia, dotyczace np. przecinania sig¢ linii, na co zwrécono
uwage w XIX wieku, proponujac aksjomatyczne ujecia geometrii
euklidesowej (Moritz Pasch, David Hilbert).

Zasadniczo wszystkie twierdzenia w Elementach Euklidesa maja
wyraZnie zaznaczong schematyczng budowe (Euklides, 2013, s. 122—
123):

1. Protasis. Teza.
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. Ekhtesis. Ustalenie oznaczen odnoszacych si¢ do diagramu.
. Diorismos. Powtérzona teza w wersji z oznaczeniami.
. Katauskene. Konstrukcja, zasadniczy pomyst dowodu, trik.

. Apodeixis. Uzasadnienie.

AN L B~ LN

. Symperasma. Powtérzona teza.

W przypadku dowodéw przeprowadzanych metoda nie wprost
(np. twierdzenie 18 w Ksigdze V i twierdzenia 7 oraz 26 w Ksigdze VI)
czg$¢ 4 rozpoczyna zwrot ,,w przeciwnym razie” (lub zaprzeczenie
tezy), a czgs$¢ 5 konczy zwrot ,,co jest niemozliwe” (,,absurdalne”).

Wyréznia si¢ ponadto:

1. twierdzenia — czg$¢ 6 jest powtdrzeniem czesci 1, w ktorej
uzyty jest zwrot ,twierdzg, ze”;
2. problemy (zadania konstrukcyjne) — czgs$¢ 6 jest powtérzeniem

czgsci 3, a w czesci 1 uzywa sig¢ zwrotu ,,nalezy wiec”.

Poszczegolne twierdzenia Elementéw prezentowane sa w postaci
diagramu (z literowymi oznaczeniami) oraz tekstu, zorganizowanego
wedle podanego wyzej schematu. Mateusz Hohol analizuje szczeg6-
towo twierdzenie 1 z Ksiggi I (problem konstrukcji tréjkata réwno-
bocznego). Dyskutuje rolg diagraméw w réznych ujeciach geometrii
(ilustracyjna np. w Grundlagen der Geometrie Davida Hilberta (Hil-
bert, 1899), a informacyjna w Elementach Euklidesa) oraz ich status
ontologiczny (czy sa reprezentacja czego$ innego, jakich$ bytéw pla-
toniskich, czy tez sa po prostu konkretnymi obiektami). Przywotuje
takze ustalenia Reviela Netza dotyczace struktury i funkcji jezyka
geometrii greckiej. Wedle tych ustalenn okresli¢ mozna zesp6t wy-
korzystywanych wyrazen jezykowych, dzielac je na kilka typow:
wyrazenia dotyczace obiektéw, konstrukcji, zaleznoSci (np. propor-
cji), argumentacji, a takze formuly drugiego rzedu (np. quod erat

demonstrandum).
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Jesli chodzi o 0g6lnos¢ twierdzen geometrycznych Elementow,
to — zdaniem Netza — wynika ona z mozliwosci powtarzania rozumo-
wan, na co miatyby wskazywac np. liczne w tekscie uzycia wyrazen
w rodzaju: ,,w podobny sposéb dowodzimy, ze”. Takie wyrazenia
maja wskazywac na posiadang przez matematyka dyspozycje do prze-
prowadzania dowodéw podobnych do juz uzyskanych. Twierdzenia
geometryczne uzyskuja jednak walor ogélnosci takze przez to, ze
odwotujemy si¢ w nich wylacznie do znaczenia uzywanych terminéw
(okreslonego przez definicje i postulaty).

Mateusz Hohol cytuje nastgpujacy fragment z pracy Netza, odno-
szacy si¢ do waloru konieczno$ci dowodéw w matematyce greckiej
(Netz, 1999, s. 215):

The necessity preserving properties of Greek mathemati-
cal proofs are all reflected by their proofs, and no meta-
mathematical considerations are required. As a rule, the neces-
sity of assertions is either self-evident (as in starting points)
or dependent on nothing beyond the immediate background.
[...] The structure of derivation is fully explicit. Immediate
inspection is possible; this, and no meta-mathematical con-
sideration is the key to necessity. [...] Greek mathematical
proofs offer nowhere to hide. Everything is expectable.

Formalne pojgcie dowodu zostato zaproponowane dopiero wtedy,
gdy logika matematyczna osiagneta wystarczajacy ku temu poziom
rozwoju. Jednak zanim to nastapito matematycy przeprowadzali rzecz
jasna rozumowania dedukcyjne, ktore byly akceptowane w ich spo-
tecznosci. Historia matematyki notuje stosunkowo nieliczne przy-
padki nieuprawnionych (z péZniejszego punktu widzenia) rozumowan
matematycznych. Refleksja teoretyczna nad rozwojem pojecia do-
wodu matematycznego jest zywo obecna we wspdlczesnej filozofii

matematyki, nie byto jednak zamiarem autora recenzowanej ksiazki
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wlaczenie si¢ do takiej refleksji. Réwniez Reviel Netz we wstepie
do swojej ksiazki deklaruje, ze nie zajmuje si¢ tak ogélnymi pro-
blemami, a skupia swoja uwage na konkretnej praktyce dowodowej

w matematyce greckiej.

3. Podsumowanie

Dokonajmy na koniec krétkiego podsumowania: co udato si¢ ustali¢
autorowi, o jakie elementy mozna byloby ewentualnie uzupetnic jego
argumentacjg, jakie dalsze badania wydaja si¢ potrzebne w interesuja-
cej nas materii.

Mateusz Hohol uwzglednia w swoich rozwazaniach imponujaca
liczbe przeprowadzonych w naukach kognitywnych eksperymentéw
i obserwacji. Sama bibliografia liczy kilkaset pozycji, a na prawie
kazdej stronie ksigzki przywotywane sa wyniki badan (na marginesie
warto dodad, ze autor takze przeprowadzat badania empiryczne). Ten
ogrom materiatu jest jednak dobrze uporzadkowany, m.in. poprzez
przemyslane pogrupowanie tego materiatu, tak, aby uzyska¢ odpo-
wiedzi na wspomniane wyzej pytania eksplanacyjne (o przyczyne,
wartos$ci adaptacyjne, ontogenezg i filogeneze).

Autor argumentuje na rzecz swojej wizji poznania geometrycz-
nego odwotujac si¢ wlasnie do tak uporzadkowanego materiatu. Wedle
Mateusza Hohola nasze kompetencje geometryczne nie sa wynikiem
uzyskanego jedynie poprzez akty percepcji przestrzennego obrazu
otaczajacego nas §wiata, nie sa tez wytworzone wylacznie poprzez
eksploracj¢ otoczenia. Autor twierdzi mianowicie, ze Zrédlem kompe-
tencji geometrycznych sa dwa rdzenne systemy poznawcze, dotyczace
rozpoznawania obiektéw oraz uktadu otoczenia. Za filogenetycznym

zakorzenieniem tych uktadéw ma przemawiac to, Ze mozna zaobser-
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wowac ich dziatanie we wczesnych etapach rozwoju dziecka, a takze
u innych zwierzat. Jednak dopiero wspétdziatanie tych systeméw
pozwala uzyska¢ wrazliwos¢ zaréwno na katy i kierunki, jak i na
odlegtosci. Z kolei to wspétdziatanie wzmacniane jest w trakcie indy-
widualnego rozwoju, wspomaganego uzywaniem jezyka oraz innych
inwencji kulturowych.

Mateusz Hohol unika tez skrajnosci w podejsciu do umysto-
wego przetwarzania pojec abstrakcyjnych, czyli z jednej strony stano-
wiska w pelni amodalnego, a z drugiej stanowiska propagujacego
catkowite ucielesnienie poznania. Wybiera stanowisko posrednie,
umiarkowanego uciele$nienia, dopuszczajace wpltyw systemu sensoro-
motorycznego na tworzenie pojec abstrakcyjnych, ale uwzglgdniajace
tez istotng role jezyka w ustalaniu znaczen poje¢ abstrakcyjnych.

Autor odnosi si¢ wreszcie takze do cech specyficznych systemu
geometrii przedstawionego w Elementach Euklidesa, a konkretnie
do ogdlnosci oraz koniecznego charakteru twierdzen systemu. Wy-
chodzac od koncepcji historii kognitywnych Reviela Netza, Mateusz
Hohol argumentuje na rzecz tezy, ze poznanie geometryczne specy-
ficzne dla rodzaju ludzkiego przedstawiane w tym systemie wylonito
si¢ w szczegOlnej ,,niszy kognitywnej”, z charakterystycznym dla niej
uzyciem skodyfikowanego jezyka oraz diagramdéw, wzmacniajacym
filogenetycznie zakorzenione mozliwosci poznawcze.

Mateusz Hohol nie twierdzi bynajmniej, ze uzyskali§my oto osta-
teczna i spdjna wizj¢ poznania geometrycznego. W krétkim rozdziale
konicowym (Conclusions and future directions for research) zwraca
uwagg na potrzebg dalszych badan eksperymentalnych dotyczacych
funkcjonowania i wspotdziatania rdzennych geometrycznych sys-

teméw poznawczych, a takze na potrzebg wypracowania ogdlne;j
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perspektywy teoretycznej, w ktérej poznanie geometryczne uwzgled-
niatoby nie tylko rozw6j indywidualny, ale réwniez czynniki natury
spoleczne;j.

Moze warto podkresli¢, ze propozycje teoretyczne autora sa rzecz
jasna zewngtrzne wobec samej geometrii, rozumianej jako czg$¢ ma-
tematyki. Oceniac je nalezy zatem jako okreslone stanowisko episte-
mologiczne, biorace pod uwage wyniki szczegélowe réznych nauk
(biologii, neuronauki, etologii itd.).

Dodam jeszcze gar$¢ uwag, ktére nasunety mi si¢ przy lektu-
rze Foundations of Geometric Cognition. Nie maja one charakteru
krytycznego wobec omawianego tekstu, wiaza si¢ raczej z oczeki-
waniami (by¢ moze naiwnymi) piszacego te stowa wobec rozwazan
na temat poznania geometrycznego. Jest oczywiste, zZe inne ocze-
kiwania w tej materii moze mie¢ matematyk, inne specjalista nauk
kognitywnych, a jeszcze inne filozof zajmujacy si¢ epistemologia.
Ksiazka z pewnoS$cia doczeka sig takich specjalistycznych oméwien,

natomiast niniejsze uwagi maja charakter dos¢ ogélny.

3.1. Uwagi historyczne

Co to znaczy, ze dane pojecie jest geometryczne? W systemie
geometrii Euklidesa pojgcia wyj$ciowe maja wysoce abstrakcyjny
charakter: punkt jest ,,tym, co nie ma czgsci”, linia jest ,,dtugoscig bez
szerokoSci”, linia prosta jest ,,tym, co lezy réwno wzgledem punktéw
na niej” (jest przy tym obiektem skoniczonym, ktéry mozna jednak
,dowolnie przedtuza¢ w sposéb ciagly”), powierzchnia jest ,,tym, co
ma tylko dlugosc i szerokos$¢”, powierzchnia ptaska to ,.ta, ktdora lezy
réwno wzgledem prostych na niej” itd. Pewne dalsze pojgcia definio-

wane sg poprzez zaleznosci z innymi lub poprzez wynik operacji wy-
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konywanych na innych (np. sfera jako wynik obrotu pétokrggu). Nie
sa to wigc pojecia, ktére bezposrednio odpowiadaja czemus$ w §rodo-
wisku otaczajacym czlowieka. Pewnymi przyblizeniami sa np. ptaska
powierzchnia morza, widoczny promien §wiatta, miejsce, na ktére
pada ten promien.

W ksiazce Mateusza Hohola méwi si¢ gléwnie o takich pojgciach
jak: odleglosé, kat oraz kierunek (czgsto: odréznienie lewej od pra-
wej). Jak rozumiem, to wtasnie te pojgecia moga by¢ uwzgledniane
w eksperymentach przeprowadzanych w naukach kognitywnych. Za-
stanawiam sig¢, jak ustalenia na temat filogenetycznego zakorzenienia
tych pojeé przektadaja si¢ na tezg, ze nasze poznanie geometryczne
bazuje na geometrii euklidesowej lub prowadzi do zachowan zgod-
nych z faktami (twierdzeniami) na gruncie tej geometrii. Czy wyniki
przeprowadzanych w naukach kognitywnych eksperymentéw i obser-
wacji jednoznacznie przesadzaja o tym, ze chodzi wlasnie o geometrig
euklidesowa, a nie jakis system — nazwijmy to tak — protogeometrii,
ktéra dopiero potem, na skutek dziatania czynnikéw kulturowych,
przybiera postaé systemu geometrii euklidesowej? System geometrii
przedstawiony w Elementach poprzedzaly liczne obserwacje i usta-
lenia dotyczace praktycznych aspektéw stosunkéw przestrzennych,
o czym obszernie informuja dzieta poswigcone poczatkom matema-
tyki. Hipotetyczna protogeometria uwzglednia¢ mogtaby kierunki,
odlegtodci i katy (moze réwniez ksztalty i ruchy?), ale takze lokalne
(w skali ludzkiego doswiadczenia) wlasnosci przestrzeni fizyczne;.

W badaniach kognitywnych nad poznaniem numerycznym méwi
si¢ m.in. o tzw. approximate number system oraz o object tracking
system: pierwszy z nich miatby by¢ odpowiedzialny za przyblizone
ustalanie wielkosci kolekcji bez odwotywania si¢ do jezyka, drugi za
umiejetnos¢ operowania na bardzo matych liczebnoSciach (do czte-

rech elementéw). Czy w badaniach nad poznaniem geometrycznym,
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w szczegblnosci tych dotyczacych omawianych w ksiazce rdzennych
geometrycznych systeméw poznawczych réwniez zaktadamy (odkry-
wamy?), ze systemy te maja charakter przyblizony?

Ksiazka Mateusza Hohola zawiera stosunkowo niewiele uwag hi-
storycznych na temat rozwoju systemow geometrycznych. Nie mozna
jej tego braku zarzucaé, bo cele autora nie byty nakierowane na taka
analize. Sadzg¢ jednak, Ze rozwijajac (tworzac?) teori¢ poznania geo-
metrycznego i zakladajac przy tym koncepcje historii kognitywne;j
Reviela Netza nalezatoby sprawie tej po§wigcic o wiele wigcej uwagi.
Jest bowiem w tej historii wiele znaczacych momentéw i przetoméw,
ktére powinny by¢ fascynujace dla nauk kognitywnych. Materiatu
Zrédlowego do refleks;ji dostarczaja liczne opracowania historyczne
(pisane gléwnie przez samych matematykow), a otwartym proble-
mem pozostaje, czy nauki kognitywne moga ten materiat efektywnie
wykorzysta¢ dla swoich celéw. Nie pretendujac do kompletnosci
wskazalbym na kilka nastgpujacych zagadnien (omawianych zreszta

w opracowaniach historycznych):

1. Geometryczne ujmowanie wielko$ci w matematyce greckiej,
co zdaniem niektdrych byto odpowiedzialne za mniejszy nacisk
ktadziony na rozwazania arytmetyczne i algebraiczne. Mawia
sig, ze potowa teorii liczb rzeczywistych byta dostgpna juz
Eudoksosowi, jednak catos¢ tej teorii uzyskaliSmy dopiero
w wieku XIX (Richard Dedekind, Georg Cantor, Karl Weier-
strass i in.).

2. Dwa typy uje¢ geometrii: syntetyczne, odwotujace si¢ jedynie
do aksjomatéw i konstrukcji postulowanych w systemie (Eukli-
des, a pdZniej np. Karl von Staudt) oraz analityczne (Kartezjusz,
Fermat, a pdzZniej wielu innych), wykorzystujace uktady wspot-

rzgdnych i algebraiczne reprezentacje tworéw geometrycznych.
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To drugie podej$cie umozliwione zostalo poprzez nowe rozu-
mienie obiektéw geometrycznych i wykonywanych na nich
operacji (Descartes, 2015).

. Réznica miedzy porzadkiem chronologicznym a logicznym

w dziedzinie systemOw geometrycznych. Geometria rzutowa
(Desargues, a pdzniej m.in. Poncelet, Monge, Chasles i in.) zo-
stata wyodrgbniona o wiele pézniej niz geometria euklidesowa,
cho¢ w porzadku logicznym jest o wiele bardziej ogélna od
tej ostatniej (podobne ustalenia dotycza tez innych systeméw
geometrii, np. afinicznej). Jak wiadomo, z réznica migdzy po-
rzadkiem chronologicznym a logicznym mamy do czynienia

takze w przypadku rozumienia pojecia liczby.

. Zmiany w pogladach na to, czym wtasciwie sa systemy geome-

trii. Zwykle podkresla sig, ze stworzenie (odkrycie) geometrii
nieeuklidesowych przyczynito si¢ do porzucenia tezy, ze geo-
metria Euklidesa z koniecznosci jest prawdziwg geometria,
dobrze opisujaca Swiat fizyczny. Przetomowe byto tez powia-
zanie systemdéw geometrii z grupami przeksztatcen oraz nie-
zmiennikami takich przeksztalcen, proponowane w programie
z Erlangen (Klein, 1872). By¢ moze ciekawe dla nauk kogni-
tywnych byloby zwrdcenie uwagi na przeksztatcenia obiektéw

geometrycznych oraz ich niezmienniki.

. Wykorzystanie w rekonstrukcji systemu geometrii Euklidesa

liczb rzeczywistych (wraz z charakterystycznym dla nich aksjo-
matem ciaglosci), co stalo si¢ gtdwnie za sprawa Grundlagen
der Geometrie (1899) Dawida Hilberta. Miato to konsekwencje
metateoretyczne (m.in. mozliwos$¢ udowodnienia kategorycz-
nos$ci systemu). Autorzy, piszacy w XIX wieku o aksjomacie
ciaglosci (np. Georg Cantor, Richard Dedekind, Heinrich We-

ber) w spos6b wyrazny podkreslali, ze sformutowanie aksjo-
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matu ciaglosci jest twérczym aktem matematyki, niezaleznym
od mozliwosci rozstrzygnigcia, czy wlasnos¢ ciagtosci przystu-
guje przestrzeni fizyczne;.

6. Uogolnienia, ktére odwotuja si¢ do potegi myslenia matema-
tycznego, nieskrgpowanego doswiadczeniem potocznym. Tu
dobrym (wczesnym historycznie) przyktadem sg systemy geo-
metrii wielowymiarowej (Hermann Grassmann, Bernhard Rie-
mann). Catkiem wspoélczesne dzieje geometrii (i, ogdlnie, ma-

tematyki) dostarczaja licznych dalszych przyktadéw.

Moze warte poréwnania z punktu widzenia nauk kognitywnych
sa tez zestawy pojeé pierwotnych proponowanych przez matematy-
kéw. Moritz Pash: punkt, odcinek; Giuseppe Peano: punkt, relacja
lezenia migdzy; Mario Pieri: punkt, ruch; David Hilbert: punkt, prosta,
ptaszczyzna, relacja lezenia migdzy, relacja lezenia na, przystawanie;
Oswald Veblen: punkt, porzadek; Edward Huntington: sfera, zawiera-
nie; Alfred Tarski: punkt, relacja lezenia migdzy, przystawanie. Dobo-
rem poje¢ pierwotnych moga kierowa¢ wzgledy metateoretyczne (czy
byto tak w przypadku Euklidesa?), ale motywacje¢ stanowi¢ moga tez
przekonania na temat intuicyjnosci tych pojec.

Przyznajg, ze oczekiwatem, iz Mateusz Hohol wspomni w swo-
jej ksiazce o podejsciach do geometrii, ktére za punkt wyjscia biora
nie wysoce abstrakcyjne pojecia punktu i prostej, ale raczej pojecia
bryty i relacji bycia czgécia, tak jak w stynnej propozycji Alfreda Tar-
skiego (Tarski, 1929). W takich ujeciach (a zaproponowano ich kilka)
punkty sa otrzymywane jako wynik infinitarnych operacji na obsza-
rach. Matematyczne obszary i bryly wydaja si¢ by¢ blizej zwigzane
z obiektami i fragmentami naszego otoczenia. Relacja bycia czgscia
stanowi podstawg mereologicznego rozumienia pojecia zbioru. Nie

wiem, czy w naukach kognitywnych przeprowadzano eksperymenty
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majace orzekaé, ktére z rozumienl pojgcia zbioru — mereologiczne czy
dystrybutywne — jest jako§ ,,naturalne poznawczo”. Rozpoznawanie
obiektow, ich konturéw, ich ruchéw dotyczy chyba raczej obszaréw,
bryt oraz ich czedci. Umiejetnos$¢ tworzenia pojeé abstrakcyjnych
(punkt, prosta itp.) jest rzecz jasna o wiele pdZniejsza.

Filozoficzna refleksja nad przestrzenia i geometria dostarczata
réznych propozycji i argumentacji, czasem spekulatywnych, a czasem
odwotujacych si¢ do wynikéw badan empirycznych. Zwolennikiem
istnienia absolutnej przestrzeni byl, jak wiadomo, Newton, podajac
np. stynny argument odnoszacy si¢ do zachowania si¢ wody w wia-
drze wprawionym w ruch wirowy. Inne bylo stanowisko Leibniza,
dla ktérego przestrzen jako taka nie istniala samoistnie, a tworzona
byta jedynie poprzez wzajemne relacje migdzy przedmiotami. Czy
przyjmujac perspektywe historii kognitywnej Reviela Netza uwzgled-
niamy (oprécz zwrécenia uwagi na warstwe jezykowa i diagramy)
takze zatozenia natury filozoficznej, w kontekscie ktérych powsta-
wat system geometrii Euklidesa? By¢ moze jednym z takich zatozen
jest akceptowanie tylko nieskoriczonosci potencjalnej (pamigtamy, ze
proste u Euklidesa sa obiektami skonczonymi, ktére moga by¢ jedy-
nie dowolnie przedtuzane). Juz w czasach przed Euklidesem istniaty
tez rézne poglady na temat struktury kontinuum geometrycznego
(np. stanowiska Demokryta i Arystotelesa). Jednak pojecie ciaglosci
w systemie Euklidesa nie jest dogtgbnie analizowane.

Historia kognitywna poznania geometrycznego powinna tez
chyba uwzglednia¢ rozw6j optyki jako teoretycznej refleksji nad wi-
dzeniem. Traktaty na ten temat pisal zar6wno Euklides, jak i Karte-
zjusz i Newton. Interesujace jest zagadnienie, jak ustalenia na terenie

optyki wptywaly na wyniki przewidywane i uzyskiwane w geometrii.
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3.2. Reprezentacje przestrzenne

Nigdy nie prowadzitem badan eksperymentalnych dotyczacych
poznania matematycznego, wigc moje uwagi na ten temat nie sa profe-
sjonalne. Jestem jednak ciekaw, jakie sa og6lne zasady przeprowadza-
nia eksperymetdw odnoszacych si¢ do reprezentacji przestrzennych
u roznych stworzen. Reprezentacje przestrzenne moga by¢ oparte na
wzroku, wechu, stuchu, dotyku, grawitacji, echolokacji, zmianach
ci$nienia, polach magnetycznych, odczuciu temperatury lub wilgotno-
$ci, poczuciu réwnowagi i zapewne jeszcze innych czynnikach. Jesli —
jak sugerowane jest to w ksiazce — te reprezentacje sg stare filogene-
tycznie, to czy mozliwe jest uzyskanie na podstawie eksperymentow
jednoznacznych wnioskdw na temat poznania geometrycznego? Jak
mozliwos$ci poznawcze pojedynczych organizméw przekladaja sie
na zachowania catych ich stad lub kolonii (np. stada ptasie, kolonie
mréwek i termitéw)?

Nie jestem pewien, czy eksperymenty myslowe moga zostaé
z pozytkiem wykorzystane w badaniach poznania geometrycznego
(cho¢ oczywiscie moga dostarczaé rozrywki intelektualnej). Czy my-
§lacy ocean (Solaris) dysponuje reprezentacjami przestrzennymi? Czy
inteligentne chmury, w ktérych otoczeniu nie bytoby zadnych ciat
statych tworzylyby reprezentacje przestrzenne oparte na geometrii
euklidesowej? Czy w takim przypadku ciala state bylyby obiektami
ich mitologii? W ksiazce Mateusza Hohola nie przeprowadza si¢ tak
niepowaznych rozwazan, ale moze miejsce dla nich (w stosownie po-
waznej wersji) znalazloby si¢ w refleksjach nad sztuczna inteligencja?

W przypadku czlowieka mamy do czynienia z widzeniem dwu-
ocznym (co umozliwia widzenie stereoskopowe), a obraz na siat-
kéwce jest odwrdcony (dopiero mézg jest odpowiedzialny za jego

ponowne odwrdécenie). Moze umknelo to mojej uwadze w lekturze
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ksiazki, ale czy dysponujemy juz jakimi§ wnioskami na temat percep-
cji wzrokowej stworzefi o innej budowie oczu? Jakie reprezentacje
geometryczne maja takie stworzenia? Ponadto, w ludzkich reprezen-
tacjach przestrzennych istotna rolg odgrywa korelacja regka—oko. Jakie
korelacje sa wazne dla stworzen, ktére maja catkiem inng budowe
anatomiczna niz cztowiek?

O ile pamigtam, w ksiazce nie ma odniesien do iluzji (wzroko-
wych, dotykowych, stuchowych itd.). Czy mozna je pomija¢ w re-
konstruowaniu podstaw poznania geometrycznego? W interpretacji
obrazéw bierzemy pod uwagg kierunek padania Swiatla, rolg cienia,
tlo itp. Zaréwno przy manipulacji obiektami jak i przy ocenie ukla-
déw przestrzennych bierzemy pod uwage (odczuwamy) grawitacje.
Oceny dtugosci réznia si¢ co do trafnosci w zaleznosci od tego, czy
poréwnujemy dlugosci horyzontalne, czy tez wertykalne.

Nie mamy oczywiscie mozliwos$ci poréwnania intuicji geome-
trycznych, ktére mieli nasi bardzo dawni przodkowie z intuicjami
zywionymi obecnie na wczesnych etapach rozwoju. Jak rozumiem,
pewne wnioski na ten temat uzyskiwane sa na podstawie badan prze-
prowadzanych wsrdd plemion zyjacych do dzisiaj we wzglgdnym od-
osobnieniu (np. w Amazonii). Musimy zapewne pogodzic si¢ z faktem,
ze propozycje dotyczace formowania si¢ najwczes$niejszych reprezen-
tacji przestrzennych maja w sporej mierze charakter spekulacyjny.

W tzw. jezykoznawstwie kognitywnym (ktérego nie jestem ani
znawca, ani zagorzatym fanem, cho¢ doceniam niektére formutowane
W nim propozycje) wiele uwagi po§wigca si¢ réznorodnosci jezy-
kowych reprezentacji zaleznosci przestrzennych w jezykach Swiata.
Poszczegblne jezyki uzywaja réznych srodkéw morfo-syntaktycznych
dla wyrazania takich zaleznoSci. Dla przyktadu, po polsku powiemy,
ze talerz z podobizng §w. Jana Pawta Il moze leze¢ na stole lub wisie¢

na $cianie, po niemiecku mamy réznicg: liegt auf dem Tisch, hingt
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an der Wand. Akceptowalne (gramatycznie!) jest powiedzenie, ze
prezydent pocalowal papieza w reke (w pierscien), a takze powiedze-
nie, ze prezydent pocatowal rgke (pierScienl) papieza, akceptowalne
jest wreszcie powiedzenie, ze papiez pocatowat ptyte lotniska, ale nie
jest akceptowalne powiedzenie, ze papiez pocalowat lotnisko w ptyte.
W pewnych jezykach przysztos¢ jest tym, co znajduje si¢ w przodzie,
a przeszto$¢ tym, co znajduje si¢ w tyle, ale w niektérych innych
jezykach jest akurat na odwrét. Gdy na drodze naszego marszu znaj-
duje si¢ gora, to w pewnych jezykach widzimy jej przéd, a w innych
widzimy wtasnie jej tyl. Bylbym bardzo ostrozny w kierowaniu sig¢
wskazéwkami z jezykéw etnicznych przy formutowaniu tez na temat
wplywu struktury gramatycznej i leksykalnej jezyka na formowanie
si¢ reprezentacji przestrzennych. Jestem minimalista, jesli chodzi
o interpretacje tez o relatywizmie i determinizmie jezykowym: po-
szczegdlne jezyki gramatykalizujg rézne rodzaje informacji, uwazam
jednak (dogmatycznie), ze kazdy rodzaj informacji wyrazony w jed-
nym jezyku moze zosta¢ przekazany (by¢é moze z uzyciem innych

Srodkéw) w kazdym innym jezyku.

3.3. Uwagi dydaktyczne

Poglady dotyczace tego, jak powinna wygladaé dydaktyka ma-
tematyki zmieniaty si¢ nie tylko pod wplywem rozwoju samej ma-
tematyki. Istotna rolg odgrywaty w procesie tych zmian takze inne
czynniki: ustalenia na temat rozwoju osobniczego, zmiany techno-
logiczne, naciski polityczne, uprzedzenia itd. Mateusz Hohol pisze
kroétko o nauczaniu geometrii w rozdziale pierwszym ksiazki, koniczac
swoje uwagi apelem, by dydaktycy matematyki pilnie §ledzili to, co

nauki kognitywne majq do powiedzenia o poznaniu matematycznym.
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OczywiScie apel ten jest rozsadny i godny zauwazenia. Moze jed-
nak nie wszystko, co méwi si¢ na temat matematyki i jej dydaktyki
w naukach kognitywnych przeklada si¢ na skuteczne rady edukacyjne
(mam na mySli np. niektdre zalecenia tzw. uciele$nionej matematyki
w wydaniu Lakoffa i Nufieza).

Ponadto nawet szlachetne w swych intencjach zalecenia moga
by¢ badz niemozliwe do realizacji, badZ wrecz szkodliwe. Znanym
przyktadem jest spektakularne fiasko programu New Math usilnie
propagowanego w latach szesc¢dziesiatych i siedemdziesigtych XX
wieku, ale mamy tez wczesniejsze przyktady, jak chocby propozycja
George’a Halsteda z 1904 roku nauczania geometrii w oparciu o sys-
tem aksjomatyczny Davida Hilberta z Grundlagen der Geometrie,
ktdéra réwniez nie odniosta sukcesu.

Nie miejsce tu, aby przedstawia¢ mozliwosci nauczania geometrii
i ocenia¢ rézne sposoby nauczania. Geometria Euklidesa byta i jest
nauczana w szkole na rézne sposoby i z réznych perspektyw. Na
marginesie dodam, ze samemu Euklidesowi przypisuje si¢ autorstwo
(zaginionej, wspomnianej jedynie przez Proklosa) ksiggi Pseudaria,
ktéra zawierata przyktady niepoprawnych dowodéw, zebrane ku prze-
strodze uczacych si¢ matematyki (Acerbi, 2008). Powiem jednak
pare stéw o czym innym, a mianowicie o programie kurséw matema-
tycznych proponowanych na studiach kognitywistycznych w Polsce.
W kilku o§rodkach prowadzi si¢ jednosemestralny kurs Matematyczne
podstawy kognitywistyki, w Warszawie kurs trwa (stusznie!) dtuzej.
Podczas jednego semestru udaje si¢ (méwig teraz o Poznaniu) omé-
wi¢ w elementarnym zakresie kawaleczek matematyki dyskretnej
(zbiory, relacje, funkcje, zliczanie obiektéw, dowody przez indukcje,
proste pojecia algebraiczne) oraz wprowadzi¢ w podstawy analizy
(zbieznosS¢ ciagdw, granica, ciagtos¢ i pochodna funkcji jednej zmien-

nej rzeczywistej, badanie funkcji, czasem tez catka Riemanna, o ile
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starczy czasu, np. nie przepadng wyktady majace si¢ odby¢ akurat
w dni bedace §wigtami katolicko-paristwowymi). Trzeba tez doda¢, ze
omawiany materiat jest z koniecznosci czgSciowa powtérka tego, co
moéwiono w szkole, poniewaz wielu studentéw wybierajacych kogni-
tywistyke nie ma dobrych wspomnien z lekcji matematyki w szkole.
Prowadzac w Poznaniu te zajgcia wedle przedtozonego mi syllabusa
wielce zalujg, ze nie moge w danych ramach czasowych opowiedzie¢
o nieco bardziej zaawansowanych sprawach (np. o réwnaniach réz-
niczkowych), ktérych znajomos¢ bytaby niezbgdna dla rozumienia, co
robi si¢ we wspotczesnych badaniach kognitywnych. Przede wszyst-
kim jednak uwazam, ze obecny syllabus jest utomny z powodu braku
w nim tre$ci geometrycznych i topologicznych. W przygotowywa-
nym podregczniku chciatbym rozszerzy¢ program, dodajac wlasnie te
treSci. Migdzy innymi dlatego z ciekawos$cia przeczytalem ksiazke
Mateusza Hohola Foundations of Geometric Cognition. Moge z prze-
konaniem poleci€ jej lekturg osobom zainteresowanym poznaniem

matematycznym.

Geometric cognition
from a cognitive point of view

Abstract
This review discusses the content of Mateusz Hohol’s new book
Foundations of Geometric Cognition. Mathematical cognition has
until now focused mainly on human numerical abilities. Hohol’s work
tackles geometric cognition, an issue that has not been described
in previous investigations into mathematical cognition. The main
strength of the book lies in its critical analysis of a huge amount
of results from empirical experiments. The author formulates his

theoretical proposals very carefully, avoiding radical and one-sided
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solutions. He claims that human geometric cognition is based mainly
on two core systems, both being phylogenetically hardwired, namely
the system of layout geometry and the system of object geometry.
The interaction of these systems becomes amplified in the individual
development of the mind, which, in turn, is supported by the use
of language. The second part of the review contains the reviewer’s
remarks concerning the history of geometry, experiments related to
spatial representations, and the role of geometry in mathematical

education.

Keywords
mathematical cognition, spatial representation, Euclidean geometry,
core system of layout geometry, core system of object geometry,

cognitive history.
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