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Abstract
All physical processes are deterministic de iure. Physicists speak
about different types of determinism of physical processes, depend-
ing on the degree with which their course can be anticipated. Usu-
ally, the course of ergodic processes can be predicted with less cer-
tainty than the non-ergodic ones, the latter being integrable.
Recent measurements of motions of single particles in com-
posite systems, especially in living biological cells, show that such
motions are, in most cases, breaking the Boltzmann’s ergodic hy-
pothesis. On the other hand, their trajectories are random, i.e., one
cannot know a priori where the particle will be even in near future.
This leads to conclusion that many existing in nature processes
are nonergodic but not integrable, therefore predictable only in the

mean, representing still other type of determinism.
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Ergodycznosé

ak zwana hipotezg¢ ergodyczng wprowadzit Boltzmann dla
Tuzasadnienia termodynamiki poprzez mechanike (doktad-
niej, poprzez rownanie Boltzmanna i twierdzenie H). Hipoteza
ta jest uwazana za podstawe mechaniki statystycznej i orzeka, ze
sredniowanie stanu uktadu wzdtuz jego trajektorii w przestrzeni
fazowej (Sredniowanie po czasie — rOwnowaznos¢ rzeczywistego
pomiaru) moze by¢ zastapione przez sredniowanie po odpowied-
nim zespole statystycznym':

<fIXO]> =<f1XD]>,,- (1)

Zaleta takiego sformulowania jest jego prostota: (a) nie wy-
maga spetienia dodatkowych warunkow, na przyktad stacjo-

narno$ci itp., (b) dla udowodnienia nieergodycznosci wystarczy

' Boltzmann de facto uzywat $redniowania po tak zwanej przestrze-
ni fazowej p, czyli przestrzeni jedno-czastkowej (trajektorie bedace
rozwiazaniami roéwnan ruchu pojedynczych czastek, np. rownania
Boltzmanna), nie, jak si¢ to robi w obecnej formalnej teorii ergo-
dycznej, w tak zwanej przestrzeni vy, czyli przestrzeni opisujacej caly
makroskopowy uktad (trajektorie bedace rozwiazaniami rownania
Liouville’a).
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ztamanie rownosci (1) dla jednej obserwabli, (c) z punktu wi-
dzenia pomiaru jest to definicja operacyjna. Wada jest to, ze dla
udowodnienia ergodycznosci uktadu lub procesu konieczne by-
loby wykazanie réwnosci (1) dla wszystkich obserwabli f[X(7)]
uktadu dynamicznego (procesu) X(?), co jest praktycznie niewy-
konalne. Nie da sig¢ zatem osiagna¢ glownego celu Boltzmanna
—uzycia metod statystycznych do opisu wlasnosci uktadow ma-
kroskopowych, w szczegdInosci dla uzasadnienia zgodnosci ter-
modynamiki z mechanika.

Ponadto przy doktadniejszej analizie formalnej hipotezy er-
godycznej (m.in. wlasnosci trajektorii uktadow dynamicznych
w przestrzeni fazowej) okazuje sig, ze sformulowanie Bolt-
zmanna zawiera rowniez inne wady. Spowodowato to powstanie
calej nowej galezi fizyki matematycznej — teorii ergodycznej’.
Nalezy jednak wspomnie¢, ze warunki formalne wymagane dla
stosowalno$ci kolejnych twierdzen teorii ergodycznej sa spet-
nione tylko dla waskiej klasy uktadow dynamicznych. Z ko-
lei znana klasa uktadow na pewno nieergodycznych jest takze
waska. Pozostaje cata obszerna klasa uktadow dynamicznych,
o ktorych nie mozna na pewno orzec, ze sa ergodyczne lub nie-

ergodyczne.

2 Kilka elementarnych informacji o wspotczesnej teorii ergodycznej
i par¢ podstawowych twierdzen jest podanych w ,,Dodatku” na koncu
tego tekstu.
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Anomalny ruch Browna

Do niedawna fizycy nie poswigcali wiele uwagi problemowi er-
godycznosci, tym bardziej, ze zardwno termodynamika (zwlasz-
cza rownowagowa) jak i fizyka statystyczna dobrze opisywaty
wszystkie obserwowane (w odpowiednich zakresach stosowal-
nosci tych teorii) zjawiska fizyczne. Przyjmowano zatem, ze
dla uktadow makroskopowych hipoteza ergodyczna jest praw-
dziwa, nawet wtedy, gdy nie byly spelnione wszystkie warunki
formalne wymagane przez ogdlna teori¢. Dopiero z poczatkiem
obecnego wieku pojawily si¢ przypuszczenia teoretyczne, zwia-
zane z zaobserwowanym zjawiskiem tzw. anomalnej dyfuzji,
a raczej anomalnego ruchu Browna?®, ze niektére takie ruchy
moga nie spetnia¢ warunku (1). Kilka lat temu przypuszczenia
te uzyskaty potwierdzenie doswiadczalne w pomiarach ruchéw
pojedynczych molekul wewnatrz zywych komorek i organelli
biologicznych. Analiza zmierzonych pojedynczych trajektorii
potwierdzila, ze w niektorych przypadkach rzeczywiscie row-
no$¢ (1) nie jest spetniona, czyli nastepuje w takich warunkach
tak zwane stabe tamanie ergodycznosci.

Komentarz: o silnej nieergodycznosci mowimy, gdy w prze-
strzeni fazowej istnieja obszary o niezerowej mierze niedostepne
dla trajektorii uktadu (zob. ,,Dodatek™), o stabej — gdy (prawie)

cata przestrzen fazowa jest (by¢ moze) dostgpna dla trajektorii,

3 Dyfuzja makroskopowa to $redni efekt ruchow Browna wielu dy-
fundujacych czasteczek. Dla normalnej dyfuzji $rednia wartos$¢ [x(t)
—x(0)]? jest proporcjonalna do ¢, dla anomalnej — do #, 0 <a <2.
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ale zachodzi ztamanie réwnos$ci Boltzmanna. Obserwowano to
dotychczas na trajektoriach pojedynczych czastek’, w procesach
dyfuzji (ruchu Browna)’. Anomalny ruch Browna byt w kilku-
nastu ostatnich latach obserwowany eksperymentalnie w wielu
uktadach ztozonych i/lub nieuporzadkowanych: w szktach, ko-
morkach 1 organellach biologicznych, ruchu cen na gietdach, itd.

Wigkszoé¢ takich uktadow to uktady nierownowagowe
i niestacjonarne.

Na ponizszym rysunku pokazuj¢ typowe zachowanie si¢
czastki w $rodowisku silnie nieuporzadkowanym z ,,putap-
kami”: zarejestrowano tutaj (Wong i in, 2004) 600-sekundowa
trajektori¢ czastki o srednicy 250 nm poruszajaca si¢ w splata-
nej sieci F-aktyny:

* Istnieja w literaturze wczedniejsze przypuszczenia, ze stabe tama-
nie ergodycznosci wystepuje tez w szktach (zaréwno ceramicznych
jak metalicznych i spinowych).

> Dyfuzja: makroskopowo typowy proces termodynamicznie nieod-
wracalny, mikroskopowo superpozycja ruchéw wielu czastek Browna.
Ruch Browna: archetypowy proces stochastyczny — ruch czastki pod
wplywem szumu termicznego.
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Wida¢ wyraznie charakterystyczny ruch btadzacy z dlugimi
przeskokami pomigdzy kolejnymi ,,putapkami”, wewnatrz kto-
rych czastka wykonuje typowy ruch termiczny. Przypuszcza sig,
ze podobny charakter maja ruchy w szktach. Ruch taki, jak wy-
nika z teorii®, jest (stabo) nieergodyczny.

Kilka kolejnych przyktadéw (pominiemy modele teore-
tyczne i symulacje komputerowe):

1. ruch czastek polimeru o dtugosci 100200 nm wstawio-
nych sztucznie do zywych komoérek rakowych (Gal 1 We-
ihs, 2010);

2. ruch kanalu potasowego (biatko o $rednicy ok. 10 nm)
w blonie komodrkowej zywej komorki (Weigel et al.,
2011);

3. ruch telomeréw (dtugos¢ kilkadziesiat nm) wewnatrz ja-
dra komorki rakowej (Kepten, Bronshtein i Garini, 2011).

Zaobserwowano, migdzy innymi, ze ruch telomerow jest
dos¢ silnie nieergodyczny, ruch kanatu potasowego — nieergo-
dyczny, ale po podaniu substancji (lekéw) wptywajacych na stan
btony komorkowej staje si¢ ergodyczny. Dalsze przyktady beda
omowione w drugiej czesci tego tekstu.

¢ Tzw. CTRW = continuous time random walk, jeden z rodzajow ru-
chu Browna.
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Determinizm

Trzeba zacza¢ od tego, ze fizycy przez determinizm rozumieja
co$ troche innego niz filozofowie. Stwierdzenie ,,fizyka jest de-
terministyczna” lub, gdy si¢ temu doktadniej przyjrzec, ,,ro6w-
nania fizyki teoretycznej sa deterministyczne” znaczy dla nas
tylko tyle (i az tyle), ze rozwiazania tych rownan (sa to z re-
guty rownania rézniczkowe lub catkowe) sa jednoznaczne. In-
nymi stowy, znajgac stan procesu w danej chwili czasu 7, znamy
(mozemy przepowiedzie¢ = wyliczy¢) wszystkie stany pozniej-
sze’, a takze (poza procesami termodynamicznymi — ogdlniej:
zwegzajacymi) wezesniejsze. Dla fizyka nie jest to wigc zafoze-
nie o naturze $wiata®, lecz tylko spostrzezenie (stwierdzenie
faktu empirycznego) dotyczace wlasnosci opisu $wiata modo
mathematico. Zatozeniem jest tu to, ze te rownania opisuja Swiat
wystarczajaco poprawnie i wystarczajaco doktadnie, by mozna
byto na tej podstawie cos przewidywac. Zatozenie to jest oparte
na empirycznym fakcie skutecznej opisywalnosci swiata przez
fizyke.

Ze wzgledu na réznice w opisie $wiata przez kolejne teo-
rie fizyczne mozna mowic o kilku typach determinizmu fizycz-
nego, o czym pisalem kilkakrotnie w r6znych kontekstach (Fu-
linski, 1993; Fulinski, 2005).

7 Roéwnania mechaniki (kazdej) zawieraja w sobie symetrie, bedace
odbiciem symetrii obserwowanych w naszym Wszech$wiecie.
8 Jak to podaja np. stowniki i encyklopedie filozoficzne.
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Do poczatku XX wieku najgtebsza znana struktura $wiata
byta mechanika Newtona. Obraz $wiata sugerowany przez nia
mowi o determinizmie zarowno ontycznym jak i poznawczym:
wszystkie zdarzenia tworza tancuchy przyczynowo-skutkowe,
kazde zjawisko jest calkowicie zdeterminowane swymi przy-
czynami. Znajac przyczyny, znamy (mozemy przewidziec)
skutki. Sadzono, ze duze przyczyny wywotuja duze skutki, mate
— mate skutki. Dlatego sadzono rowniez, ze jesli znamy przy-
czyny z niewielkim bledem, to przewidywania tez beda obar-
czone malym blgdem. W takim rozumowaniu ukryte jest zato-
zenie, ze ruch jest stabilny” (Fulinski, 2005) (zob. nizej).

Jeszcze ,.silniejszy” determinizm pojawia si¢ w niektorych
interpretacjach ogodlnej teorii wzgledno$ci (w mechanice rela-
tywistycznej), sugerujacych istnienie swiata-bloku, w ktérym
wszystkie zdarzenia, z naszego punktu widzenia zaréwno prze-
szte jak 1 przyszte, wspotistnieja ,,jednoczesnie”. Zwolennicy ta-
kiej interpretacji naszego $wiata sadza, ze to tylko nasza §wia-
domos¢ przemieszcza sig jednokierunkowo pomigdzy réznymi
punktami (tamze).

Mechanika kwantowa jest rowniez deterministyczna. Row-
nanie Schrédingera opisujace zachowanie si¢ funkcji falowej
y(?), a wigc glebsza rzeczywisto$¢ kwantowa, to tez rOwnanie
rozniczkowe o jednoznacznych rozwiazaniach: zadanie (po-
miar) stanu uktadu (procesu) y(z)) w chwili 7, jednoznacznie
wyznacza cata ewolucje y(¢) az do chwili nastgpnego pomiaru
(obserwacji). Determinizm probabilistyczny, w Sredniej, poja-

wia sig na poziomie pomiaru jakiej§ wielkosci fizycznej, gdy ze
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wzgledu na oddziatywanie uktadu z ,,obserwatorem” (urzadze-
niem pomiarowym) tracimy petna kontrolg przy przepowiada-
niu wynikow pomiaru obserwabli kwantowych i mozemy jedy-
nie okresli¢ prawdopodobienstwo okreslonego wyniku pomiaru.
Termodynamika, ktora nie zawiera wszystkich symetrii me-
chaniki (jest to takze zwiazane z obserwowanymi wlasnos$ciami
naszego $wiata), jest deterministyczna tylko w przod w cza-
sie: poczatkowy stan nieréwnowagowy determinuje koncowy
stan stacjonarny, lecz stan koncowy, bedacy atraktorem w prze-
strzeni standw, nie wyznacza jednoznacznie stanéw przesztych
uktadu. Jest to wigc determinizm jednokierunkowy.
Wspolczesnie zmienita si¢ tez troche interpretacja deter-
minizmu mechaniki klasycznej ze wzgledu na ,,odkrycie’ roz-
wigzan niestabilnych (chaotycznych) réwnan mechaniki kla-
sycznej. Historia zamknigtego $wiata rzadzonego w petni przez
mechanike klasyczng pozostaje raz na zawsze ustalona. Nie zna-
czy to jednak, ze bytaby przewidywalna. Do przepowiedzenia
zachowania si¢ procesu chaotycznego trzeba by bylo zna¢ stan
poczatkowy z nieskonczenie wielka doktadnos$cia, gdyz poczat-
kowo sasiednie trajektorie chaotyczne rozbiegaja si¢ wyktadni-
czo, co powoduje, ze blad przewidywania kolejnych pozniej-
szych (a takze wcze$niejszych) standw tez rosnie wyktadniczo
i bardzo szybko przekracza doktadno$¢ pomiaru. Podobnie jak

w mechanice kwantowej, mozemy przewidywac co najwyzej

° O niestabilnosci trajektorii ruchu trzech ciat wiedziat juz Poincaré
na poczatku XX wieku.
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wyniki $rednie. Z tego powodu nie da si¢ przewidzie¢ na przy-
ktad, na podstawie znajomosci wlasnosci atomow i molekut che-
micznych, jakie struktury biologiczne powstana z nich w trak-
cie ewolucji.

Trochg podobna — praktycznie — jest sytuacja w procesach
przebiegajacych w uktadach wielu cial, zwtaszcza w procesach
termodynamicznych. Musimy si¢ tu uciec do metod statystycz-
nych, tak ze wzgledu na praktyczna niemoznos¢ wystarczajaco
doktadnego obliczenia ruchu wszystkich czastek, jak i na obec-
no$¢ w trajektoriach poszczeg6dlnych czastek fragmentow o cha-
rakterze chaotycznym'®. Ponadto w uktadach makroskopowych
nie interesujemy si¢ —na ogot — wartosciami energii, potozen, pg-
dow itd. wszystkich czastek, wystarcza znajomo$¢ parametrow fi-
zycznych okreslajacych stan catego uktadu i/lub jego (makrosko-
powych) czesci, a wige odpowiednich wartosci srednich. Istotnym
problemem jest tu wybor odpowiednich rozktadow, z ktorych ob-
licza si¢ wartosci $rednie. W standardowe;j fizyce i termodyna-
mice statystycznej takimi rozkladami sa rozktady (statystyki)
Maxwella-Boltzmanna, Bosego-Einsteina i Fermiego-Diraca i —
bardziej ogolnie —uniwersalne zespoty statystyczne (zespoty Gib-
bsa). Metody te pozwalaja na przewidywanie przysztych (lecz
nie zawsze przesztych!) stanow makroskopowych, pomijajac na-
tomiast informacj¢ mikroskopowa jako ,,nieinteresujaca”. Jest to

zatem de facto determinizm tylko ,,w $redniej”.

10 Przypuszcza si¢ (Scistych dowodow na razie nie ma), ze to wlasnie
obecnos$¢ stanow chaotycznych pozwala na zastapienie szczegotow
ruchu wszystkich czastek przez procesy losowe 1 wielko$ci $rednie.
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Odmiang tej metody jest teoria procesow stochastycznych
wprowadzona pierwotnie ponad sto lat temu przez Smoluchow-
skiego i Langevina dla opisu ruchow Browna. Tutaj oddzialy-
wanie §rodowiska na badany uktad (na przyktad pojedyncza
czastke) zastgpuje si¢ odpowiednio dobrang sila losowa. Row-
niez taki opis jest deterministyczny (jako opis): przy zadanym
typie (rozktadzie prawdopodobienstwa) sity losowej mozemy
przewidzie¢ wartosci $rednie procesu (determinizm w $red-
nich), a przy zadanej konkretnej realizacji (ciagu kolejnych
wartosci) sity calkowicie zdeterminowany jest ciag wartosci
pojedynczego procesu (pelny determinizm). Pojawia si¢ jednak
pytanie, czy opis taki jest rowniez realistyczny — czy uzyskane
przewidywania beda zgodne z obserwowana (mierzona) rzeczy-
wisto$cia.

Procesy takie jak omawiany w poprzedniej czgs$ci ano-
malny ruch Browna (mierzalny, obserwowalny bezposred-
nio!) sa deterministyczne w takim sensie, jak wszystkie pro-
cesy mechaniczne: znajac wystarczajaco doktadnie wtasnosci
catego uktadu (poruszajaca si¢ czastka i sSrodowisko, w ktorym
si¢ porusza) w danej chwili czasu, mozemy przewidzie¢ cata
trajektorig czastki. Mamy tu taki sam problem wielu ciat, jak
w przejsciu do mechaniki statystycznej. Natomiast, jesli zasta-
pimy niemozliwie skomplikowany problem ruchu wielu ciat od-
powiednig statystyka, w tym przypadku wszystkie oddziatywa-
nia czastki Browna ze $rodowiskiem przez oddziatywanie jej
z sita losowa, to musimy zna¢ rozktad (ggstos¢) prawdopodo-

bienstwa, z ktorego losowana jest wartos¢ sity w danej chwili
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czasu'l. Mozemy wtedy obliczy¢ wszystkie warto$ci Srednie,
opisujace zbior takich trajektorii. Jesli odpowiednio dobralismy
statystyke wowczas zachowanie si¢ pojedynczej trajektorii nie
bedzie si¢ wiele rdznito od wlasnosci srednich. Problem lezy
w terminie ,,odpowiednia statystyka”.

W szczegdlnosci, w zywych komorkach moze by¢ zupet-
nie inaczej — w uktadach (i) silnie poza stanem rOwnowagi ter-
modynamicznej, (ii) silnie ztozonych i ewentualnie (iii) silnie
nieuporzadkowanych, lub o stopniu ztozonosci praktycz-
nie rownowaznym nieuporzadkowaniu (uporzadkowanie ce-
lowe typu zbior organelli, proceséw biochemicznych, biofi-
zycznych itd.) nie znamy a priori zadnego uniwersalnego
sposobu $redniowania'?. Co gorsza, w przypadku ruchu (pro-
cesu) tamiacego (stabo) ergodycznos$é¢, nawet §redniowanie
a posteriori, czyli obliczenie $redniej trajektorii, lub warto-
$ci charakterystyk uzyskanych ze sredniowania po wszystkich
zmierzonych lub wyliczonych (symulowanych) trajektoriach,
daje wyniki, ktére nie opisuja dobrze pojedynczych trajekto-
rii: kolejne trajektorie (realizacje procesu losowego) zbyt sil-

nie si¢ od siebie r6znia.

"W prostszych przypadkach dostatecznie dobrym przyblizeniem
okazuje si¢ tak zwany szum termiczny, czyli rozktad pedow Maxwella
= rozktad Gaussa o szeroko$ci wyznaczonej przez temperaturg srodo-
wiska.

12°W takich uktadach, oprocz szumu termicznego, na ruch czastek
wplywaja takze zaburzenia — praktycznie losowe — pochodzace od
przebiegajacych sasiednich procesow.
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Ponizsze rysunki pokazuja s$rednie wartosci dyspersji
[x(t+A) — x(t)]* liczone wzdtuz trajektorii kilkudziesigciu gra-
nulek thuszczu wewnatrzkomorkowego: w komoérkach drozdzy
(Jeon i in., 2011) i w cytoplazmie zywych ludzkich komorek
(w lewym goérnym rogu obraz mikroskopowy jednej ze §ledzo-
nych granulek) (Leijnse i in., 2012):

5(AT) (um®)

0.01 0.1 1 10 100

lag time A [s]
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Wykazano, ze w tych procesach nastgpuje ztamanie row-
nos$ci Boltzmanna — pokazane na rysunkach $rednie wzdtuz tra-
jektorii sa inne, niz wartosci otrzymane przez sredniowanie po
wszystkich zmierzonych trajektoriach.

Jak sig¢ to ma do determinizmu? Jak powiedzielismy wy-
zej, de iure procesy sa deterministyczne w tym sensie w jakim
deterministyczne sg wszystkie procesy (zjawiska, stany) dobrze
rekonstruowane przez mechanike klasyczna. Nie spetniaja jed-
nak determinizmu statystycznego, w srednich — realny proces
jest zle opisany przez warto$ci srednie. Jest wigc to cos nowego,
co zauwazyliSmy dopiero teraz, gdy mozliwosci eksperymen-
talne (doktadnos$¢ pomiaru, odpowiednia aparatura) pozwolily
na $ledzenie ruchu pojedynczych (co prawda dos¢ duzych) cza-
stek w srodowisku zywych komorek i wewnatrzkomérkowych
organelli. Poza tym, s to procesy nieergodyczne. Standardowe
procesy nieergodyczne sa lepiej przewidywalne niz ergodyczne
(zob. ,,.Dodatek™), gdyz sa to uktady catkowalne (na przyktad
rozne oscylatory). Tutaj mamy przypadek procesdow nieergo-
dycznych, ktore sa mniej przewidywalne niz na przyktad zwy-
kta ergodyczna dyfuzja dobrze przewidywalna w $rednich.

Na zakonczenie warto doda¢ jeszcze jedna uwage: determi-
nizm, o ktérym tutaj byta mowa, to determinizm opisu §wiata
przez fizyke. Weryfikacja (falsyfikacja) empiryczna rownan fi-
zyki teoretycznej, czy to przez pomiar, czy przez obserwacjg, jest
obarczona okreslonym btedem. Nie mozna wigc zaktadad, ze re-
konstrukcja $wiata poprzez teorie fizyki zawsze bedzie determini-
styczna, przynajmniej w takim sensie, jaki znamy dzisiaj. To wia-
$nie probowatem pokaza¢ na wyzej omawianych przyktadach.



Stabe tamanie ergodycznosci vs. determinizm

Dodatek: teoria ergodyczna i silna ergodycznos¢

Matematycy to rodzaj Francuzéw: moéwisz
co$ do nich, a oni przektadaja to na swoj je-
zyk 1 proszg: robi sig z tego cos$ zupenie in-

nego (Goethe)

Twierdzenia teorii ergodycznej pozwalaja na udowodnienie er-
godycznosci ciagtego uktadu dynamicznego bez koniecznosci
udowadniania rownosci (1) dla kazdej obserwabli f{x). Podaj¢
tu kilka definicji i przyktadow.

Niech 77 X — X bedzie przeksztalceniem zachowujacym
miar¢ na przestrzeni mierzalnej (X, Z, p), z u(X) = 1. Wtedy tak
zdefiniowane 7 jest ergodyczne jesli dla kazdego Ew X z T™'(E)
= F albo W(E) = 0 albo W(£) =1.

Ergodycznosé ciaglego uktadu dynamicznego oznacza, ze
trajektorie tego uktadu ,,rozbiegaja si¢” po przestrzeni fazowe;.

Wtasnos¢ przeciwna do ergodycznosci to zupetna catkowalno$¢.

Twierdzenie ergodyczne Birkhoffa (tak zwane silne twier-
dzenie ergodyczne): jesli przeksztalcenie 7 jest ergodyczne
i miara p jest niezmiennicza, wowczas $rednia czasowa jest

réwna $redniej po przestrzeni (fazowej) prawie wszedzie.

Twierdzenie Birkhoffa-Khinchina (punktowe twierdzenie
ergodyczne): niech fbedzie mierzalne, 7 ergodyczne i zachowu-

jace miarg. Wowczas, z prawdopodobienstwem 1,
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lim lﬂif(]"’“:t) = E(J).

T —+30
L}

Twierdzenie Khinchina: jesli
R(s)=<fiX1) fiXt+s5)>— 0dlas — o,
to X(?) jest ergodyczne.

Komentarz: powyzsza definicja (oraz dowdd tego twierdze-
nia) oznacza, ze R(s) nie jest funkcja czasu ¢, czyli, ze funkcja
autokorelacji X(¢) jest stacjonarna.

Twierdzenia tego typu pozwalaja na udowodnienie ergo-
dycznosci uktadu dynamicznego bez koniecznosci udowadnia-
nia rownosci (1) dla kazdej obserwabli f{x). Praktycznie szcze-
gblnie przydatne jest twierdzenie Khinchina, gdyz wzglednie
fatwo mozna stwierdzi¢, czy uktad lub proces jest stacjonarny
i ma zanikajaca funkcja autokorelacyjna.

Udowodniono w ten sposob, migdzy innymi, ze ergodyczne
(prawie zawsze, z prawdopodobienstwem 1) sa w szczegdlnosci
uktady chaotyczne i uktady mieszajace, przy czym kazdy uktad
mieszajqcy jest chaotyczny, lecz nie na odwrot.

Podstawowa cecha uktadow chaotycznych jest ich skrajna
niestabilnos¢. Trajektorie poczatkowo bliskie sobie (w prze-
strzeni fazowej) rozbiegaja si¢ wyktadniczo, co powoduje, ze

dowolnie mate zaburzenie bgdzie szybko i silnie narastac.
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Uktad dynamiczny nazywamy mieszajacym, gdy dla kazde;j
pary 4, B, mierzalnych podprzestrzeni w X, mamy

limy o0 110y .A4) N B] = n(A)p (B)
[WZ) =1, (¢4, A) — przeksztalcenie A w czasie].

Definicja ta mowi, ze po dostatecznie dtugim czasie uta-
mek 4 zawarty w B jest rowny utamkowi (mierze) calego A w V'
(w przestrzeni fazowej).

Kwantowej wersji teorii ergodycznej nie bedziemy tu oma-
wia¢, wspomng tylko, ze problemem tym zajmowat si¢ juz von

Neumann (von Neumann, 1929; por. Goldstein, i in., 2010).
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