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W 1997 roku w trakcie Join Annual Meeting w San Diego Solomon
Feferman wyglosit wyktad zatytutlowany: Czy matematyka potrzebuje
nowych aksjomatéw?' Poruszony przez amerykanskiego matematyka
i filozofa problem zostat podjety w czerwcu 2000 roku na ASL Annual
Meeting w Urbana-Campaign, po ktérym powstata zbiorowa praca Fe-
fermana, Friedmana, Maddy i Steela o takim samym tytule’. Praca
ta stata si¢ dla nas bodZzcem do zastanowienia si¢ nad znaczeniem ak-
sjomatu w matematyce oraz rola filozofii w wyborze aksjomatu, czyli
de facto nad wyborem sposobu uprawiania matematyki, na poczatku
dwudziestego wieku oraz dziS. W niniejszym artykule pokazemy, jak
filozofia wplywala na ksztalt matematyki w czasie gdy Zermelo formu-
fowatl dowdd Zasady Dobrego Uporzadkowania. Zastanowimy si¢ tez
nad znaczeniem filozofii matematyki w czasach wspétczesnych. W na-
szych analizach skupimy si¢ na glosie Solomona Fefermana i Penelope
Maddy w dyskusji nad potrzeba nowych aksjomatéw w matematyce.

' Does Mathematics Need New Axioms? Wyktad zawarty w S. Feferman, Does Ma-
thematics Need New Axioms?, ,,American Mathematical Monthly” 106, 1999, s. 99—
111.

2S. Feferman, P. Maddy, J. Steel, and H. Friedman, Does Mathematics Need New
Axioms?, ,,Bulletin of Symbolic Logic” 6, 2000, s. 401-446.
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CZY MATEMATYKA POTRZEBUJE NOWYCH AKSJOMATOW?

Samo zadane przez Fefermana pytanie mozna rozwaza¢ wychodzac
z réznych punktéw widzenia — inaczej na ten problem bedzie patrzyt
logik, inaczej matematyk nie zajmujacy si¢ logika i jeszcze inaczej fi-
lozof matematyki. Co wiecej, takze na gruncie kazdej z tych dziedzin
trudno o jedno zgodne rozwigzanie. Feferman chce prowadzi¢ analizy
z perspektywy logika lub filozofa’:

Wedtug mnie postawione pytanie jest pytaniem w istocie filozo-
ficznym: Oczywiscie, matematyka potrzebuje nowych aksjoma-
tow — wiemy to z twierdzeft Godla — ale wtedy musimy takze
zapytac: Jakich aksjomatow potrzebuje matematyka? i Dla-
czego takich?*

Wybér> takiej perspektywy wydaje sie byé uzasadniony miedzy in-
nymi ze wzgledu na fakt, ze wielu (wigkszo$¢) matematykéw igno-
ruje rozwazane pytanie. Dla nich matematyka jest sama dla siebie uza-
sadnieniem, kwestie fundamentalne, dotyczace podstaw danej teorii sg
tylko lokalne i rozwigzywane wedlug potrzeb matematyki.

Amerykariski matematyk i filozof stawia swoje pytanie w duzej
mierze w kontekscie klopotéw z rozstrzygnieciem Hipotezy Conti-
nuum, odwotujac si¢ do Kurta Godla i jego programu znalezienia no-
wych aksjomatéw stuzacych uporzadkowaniu nierozwigzanych proble-

3Mozna w tym miejscu zadaé sobie pytanie, czy takie podejscie jest uzasadnione.
Poruszona tutaj kwestia potrzeby nowych aksjomatéw jest zwigzana z konkretnymi
problemami matematycznymi. Rzetelna préba rozwigzania takowych wymaga bieglej
znajomosci bardzo zaawansowanych i wyspecjalizowanych pojec i narzedzi matema-
tycznych, czyli przyjecia takze podejscia matematyka. Moze najwlasciwsza perspek-
tywa rozpatrywania pytania o potrzebe nowych aksjomatéw powinna by¢ perspektywa
filozofujacego matematyka?

“My own view is that the question is an essentially philosophical one: Of course
mathematics needs new axioms — we know that from Godel’s incompleteness the-
orems — but then the questions must be: Which ones? and Why those? (S. Feferman,
P. Maddy, J. Steel, and H. Friedman, Does Mathematics Need New Axioms?, ,,Bulletin
of Symbolic Logic” 6, 2000, s. 401-446, s. 402).

SW dalszej czesci naszej pracy zobaczymy, ze Feferman nie tylko wybiera perspek-
tywe czysto filozoficzng dla badan na potrzebg nowych aksjomatéw w matematyce, ale
twierdzi, ze to jedno podejscie jest wlasciwe.
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méw arytmetyki i teorii mnogosci®. Dlatego, aby prowadzié¢ dalsze

rozwazania i poznaé wlasciwy sens poruszonego przez Fefermana pro-
blemu, przyjrzymy si¢ wspomnianemu tutaj planowi Godla.
Austriacki logik i matematyk rozwaza Owczesne osiagniecia

w kwestii rozstrzygniecia Cantorowskiej hipotezy orzekajacej, ze
kazdy nieskoficzony podzbidr zbioru liczb rzeczywistych jest réwno-
liczny albo ze zbiorem liczb naturalnych albo ze zbiorem liczb rzeczy-
wistych. Zwraca przy tym szczegdlng uwage na fakt, ze jesli zatozymy
niesprzecznos$¢ aksjomatyki ZF, to na jej gruncie nie da si¢ obali¢ Hi-
potezy Continuum. Podkresla jednakze, ze taki stan rzeczy nie jest dla
niego zadowalajacy:

Tylko ktos, kto (jak intuicjonista) zaprzecza, ze pojecia i aksjo-

maty klasycznej teorii mnogosci majg jakiekolwiek znaczenie

(lub jakiekolwiek dobrze okreslone znaczenie), moze by¢ usa-

tysfakcjonowany takim rozwigzaniem; nie zgodzi si¢ z tym nikt,

kto wierzy, ze te pojecia i aksjomaty opisujg pewng dobrze okre-

Slong rzeczywistoS¢. Przy takim zatozeniu, Cantorowskie przy-

puszczenie musi by¢ albo prawdziwe albo fatszywe, i jego nie-

rozstrzygalno$¢ na gruncie znanych dzisiaj aksjomatéw, moze

oznaczaé tylko tyle, ze aksjomaty te nie zawieraja zupetnego

opisu tej rzeczywistosci’.

Gdodel nie poprzestaje tylko na zasygnalizowaniu problemu, ale sam
probuje znaleZé rozwigzanie:

Przede wszystkim aksjomaty teorii mnogosci w zaden sposéb
nie tworzg zamknigtego w sobie systemu, ale raczej przeciw-
nie, samo pojecie zbioru, na ktérym sa one oparte sugeruje ich

®Program ten jest zawarty migdzy innymi w pracy: K. Godel, What is Cantor’s
Continuum Problem?, ,,The American Mathematical Monthly”, Vol. 54, No. 9, 1947,
s. 515-525.

"Only someone who (like the intuitionist) denies that the concepts and axioms of
classical set theory have any meaning (or any well-defined meaning) could be satisfied
with such a solution, not someone who believes them to describe some well-defined
reality. For in this reality Cantor’s conjecture must be either true of false, and its un-
decidability from the axioms as known today can only mean that these axioms do not
contain a complete description of this reality. (K. Godel, What is Cantor’s Continuum
Problem, ,,The American Mathematical Monthly”, Vol. 54, No. 9, 1947, s. 515-525,
s. 520).
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rozszerzenie o nowe aksjomaty zapewniajgce istnienie jeszcze
dalszych iteracji operacji ,,zbioru czego$”. Te aksjomaty moga
by¢ takze sformutowane jako postulaty uznajace istnienie bar-
dzo duzych liczb kardynalnych lub réwnowaznie zbioréw o ta-
kiej liczbie kardynalnej. [...] Niewiele wiemy o tym dziale teorii
mnogosci, ale w kazdym razie aksjomaty te wyraznie pokazuja,
Ze znany dzisiaj system aksjomatyczny teorii mnogosci nie tylko
jest niezupetny, lecz takze moze by¢ zastagpiony (nie catkowicie
dowolnie) przez nowe aksjomaty, ktdre sg tylko naturalng kon-
tynuacjg tych przyjetych dotychczas®.

UzyskaliSmy wiec pierwszy, og6lny szkic wlasciwego zrozumienia
pytania Fefermana. Rozwazany jest pewien problem — kontrowersyjna
hipoteza w danej teorii, ktérej na jej gruncie nie potrafimy rozstrzygnac.
Pytamy, czy mozna wskaza¢ nowe zdania powszechnie akceptowalne
— nowe aksjomaty (z zachowaniem podstawowych warunkéw wzgled-
nej niesprzecznosci i niezaleznosci), z ktérych (wraz z dotychczaso-
wymi) wynikatoby rozwazane przypuszczenie lub jego zaprzeczenie.
Nie méwimy wiec o potrzebie jakichkolwiek aksjomatéw, tylko o ich
doborze w konkretnym celu — rozstrzygnieciu problematycznej hipo-
tezy.

Kluczowe jest takze ustalenie, co rozumiemy pod pojeciem aksjo-
matu. W wyktadzie Fefermana znajdujemy nastepujaca definicje:

AKSJOMAT — samooczywiste twierdzenie nie potrzebujace

dowodu prawdziwosci, przyjete i zatwierdzone w momencie

sformutowania’.

8For first of all the axioms of set theory by no means form a system closed in itself,
but, quite on the contrary, the very concept of set on which they are based suggests
their extension by new axioms which assert the existence of still further iterations of
the operation “set of”. These axioms can also be formulated as propositions asserting
the existence of very great cardinal numbers of (which is the same) of sets having
these cardinal numbers. [...] Very little is known about this section of set theory, but
at any rate these axioms show crearly not only that the axiomatic system of set theory
as known today is incomplete, but also that it can be supplement without arbitrariness
by new axioms which are only the natural continuation of the series of those set up so
far. (Tamze s. 520).

9S. Feferman, P. Maddy, J. Steel, and H. Friedman, Does Mathematics Need New
Axioms?, ,,Bulletin of Symbolic Logic” 6, 2000, s. 401-446, s. 402.
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Nie jest to jedyne okreslenie rozwazanego przez nas terminu. Cze-
sto pojecie to bylo uzywane niejednoznacznie i zmieniala si¢ jego in-
terpretacj all,

PIERWSZA AKSJOMATYKA TEORII MNOGOSCI

Traktowanie aksjomatéw jako samooczywistych twierdzen, kto-
rych prawdziwos¢ nie wymaga dowodu, przyjmowanych i zatwierdza-
nych bez zadnych watpliwosci, jest podejSciem wyidealizowanym, da-
lekim od wspotczesnej definicji. Aktualnie dla logikéw i matematykéw
sa to naczelne, wyodrebnione twierdzenia danej teorii, ktére przyjmuje
sie bez dowodu, a ktére sa wystarczajace (i konieczne) do jej uprawia-
nia!'. Taki zbiér aksjomatéw nie jest ,,sztywnym szkieletem zasad”,
dzieki ktérym mozna udowodni¢ wszystkie twierdzenia danej teorii.
Ciagte rozbudowywanie i swego rodzaju ,,plynno$¢” aksjomatéw ce-
chuje historie catej dwudziestowiecznej matematyki, a w spos6b naj-
wyrazniejszy — histori¢ Aksjomatu Wyboru.

W tym kontekscie przyjrzyjmy si¢ doktadnie procesowi pierw-
szej aksjomatyzacji teorii mnogosci. Nalezy zwrdci¢ w tym miejscu
uwage na specyficzny charakter teorii zbioréw nieskoriczonych, two-
rzonej w gtéwnej mierze przez Georga Cantora w latach 1874—1897.
Jest to tak zwana przedaksjomatyczna (albo naiwna) teoria mnogosci.
Przyczyna takiego okreSlania Cantorowskiej teorii byto przede wszyst-
kim uzywanie przez niego intuicyjnych i nie do korica sprecyzowanych
poje¢. Nawet najbardziej podstawowy obiekt — zbiér — nie zostat

10Zob. http://ptta.pl/ pef/ pdf/ a/ aksjomat.pdf (11.01.2011).

Feferman dzieli aksjomaty na dwa rodzaje. Pierwszy typ to tzw. aksjomaty struk-
turalne (ang. structural axioms), czyli definicje struktur matematycznych. W odniesie-
niu do powyzszych nie ma sensu méwienie o ich oczywistosci, zastuguja one jednak na
miano aksjomatéw, gdyz tworzg podwaliny kazdej teorii matematycznej. Nie o takich
jednakze aksjomatach méwi Feferman, stawiajac swoje pytanie. Drugi rodzaj to ak-
sjomaty podstawowe (fundamentalne, fundacjonalne, ang. foundational axiom), czyli
takie, ktore leza u podstaw wszystkich matematycznych pojec i teorii — dotyczace
na przyktad liczb (aksjomaty arytmetyki liczb naturalnych), zbioréw (aksjomaty teorii
mnogosci). Feferman, przytaczajac histori¢ tworzenia Aksjomatyki Peana Liczb Natu-
ralnych i Aksjomatyki Freankla-Zermela teorii mnogosci, pokazuje jak krystalizowata
si¢ i spelniata potrzeba nowego aksjomatu w matematyce.
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przez Cantora doktadnie ,,zdefiniowany”!?. Niemiecki matematyk na
okreslenie zbioru uzywat nastepujacego sformufowania:

Pod pojeciem zbioru M rozumiemy kazde zebranie w jedng ca-

o$¢ pewnych dobrze rozréznionych obiektéw m naszego ogladu

lub naszych mysli (ktére to obiekty bedziemy nazywac elemen-

tami M)'3.

Taka nieprecyzyjna intuicja pojecia zbioru stata si¢ jedna z przy-
czyn pojawienia si¢ na przetomie dziewietnastego i dwudziestego
wieku antynomii teoriomnogo$ciowych. Warto w tym miejscu zauwa-
zy¢, ze juz sam Cantor odkryl na gruncie swojej teorii mnogosci jedna
z takich antynomii — antynomie zbioru wszystkich zbioréw (zwang an-
tynomia Cantora). Aby zapobiec tej niekomfortowej sytuacji'#, Cantor
zaczal rozrézniaé zbiory od tak zwanych wieloSci absolutnie nieskori-
czonych:

Niektére wieloSci mogg by¢ tak zaprojektowane, Ze zebra-
nie razem wszystkich ich elementéw owocuje pojawieniem si¢

sprzecznosci, wiec nie jest mozliwym takie wielosci traktowac

jako jednos$¢, pojmowac jako gotowg rzecz. Takie wieloSci na-

zywam absolutnie nieskoficzonymi albo sprzecznymi'>.

12Zbiér nalezy do poje¢ pierwotnych teorii mnogosci — nie jest definiowalny.
W tym kontekscie nalezy zwrdci¢ uwage na aksjomaty jako uwiklane definicje pojec
pierwotnych, ktére nie wprost okreslaja tres¢ tych pojeé. Cantorowi intuicji dotyczacej
pojecia zbioru dostarczaly przyjete dwie podstawowe wlasnosci:

— zbidr jest okreslony przez swoje elementy,

— dla dowolnej wtasnosci istnieje zbidr, do ktérego naleza te i tylko te obiekty, ktdre
spelniajg dang wtasnosc,

zwane pdzniej odpowiednio: aksjomatem ekstensjonalnosci i aksjomatem nieograni-
czonej komprehensji.

3Unter eine “Menge” verstehen wir jede Zusammmenfassung M von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten m unsrer Anschauung oder unseres Denkens (welche
die ,,Elemente” von M genannt werden) zu einem Ganzen. (G. Cantor, Beitrdge zur
Begriindung der Trensfiniten Mengenlehre, ,,Mathematische Annalen” Bd. 46, 1895,
s. 481-512, s. 481).

“Pojawienie si¢ antynomii — czyli koniunkcji dwéch zdan sprzecznych miedzy
soba, z ktérych kazde da si¢ uzasadnic¢ (dowies¢), czyni dang teori¢ bezwartoSciowq
poznawczo. Bowiem jezeli w obrebie jakiejs teorii da si¢ udowodni¢ dwa zdania wza-
jemnie sprzeczne, to da si¢ udowodnié¢ kazde zdanie.

5Eine Vielheit kann nimlich so beschaffen sein dass die Annahme eines ,,Zusam-
menseins” aller ihrer Elementen auf einen Widerspruch frucht, so dass es unmoglich
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Georg Cantor budujgc swojg teorie mnogosci niejednokrotnie for-
mulowal twierdzenia, ktérych nie tylko nie uzasadniat, ale twierdzit, ze
nie potrzebuja one dowodu, gdyz sg prawami fundamentalnymi, pra-
wami logiki. Jednym z nich jest dychotomia (trychotomia) liczb kar-
dynalnych sformutowana przez niego w 1878 roku. Oczywistym bylo
dlan, ze jesli rozwazymy dwa zbiory M, N, réznych mocy, to albo M
bedzie rownoliczny z wlasciwym podzbiorem N albo na odwrét, czyli
albo M jest mniejszej mocy niz N albo odwrotnie!®. Dla Cantora (przy-
najmniej poczatkowo) wiasno$¢ ta wynikata wprost z definicji réwno-
licznosci zbioréw. Co wigcej, nie zdawal on sobie sprawy ani z faktu,
ze wprowadzil porzadek liniowy (zupelny) < na klasie liczb kardynal-
nych!” ani z doniostych konsekwencji wynikajacych z tej wlasnosci'®.

Drugim takim zagadnieniem byla przelomowa Zasada Dobrego
Uporzadkowania. Dla Cantora zasada ta byla bardzo istotna: uwazat

ist, die Vielheit als Einheit, als ein ,.fertiges Ding” aufzufassen. Solche Vielheiten
nenne ich absolut unendliche oder inkonsistente Vielheiten. (G. Cantor, Gesammelte
Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts, (red.) E. Zermelo, Ber-
lin, 1932, s. 443; list Georga Cantora do Richarda Dedekinda 28 lipca 1899 rok).

19Sind die beiden Mannigfaltigkeiten M und N nicht von gleicher Michtigkeit, so
wird entweder M mit einem Bestandtheile von N oder es wird N mit einem Bestandthe-
ile von M gleiche Michtigheit haben; im ersteren Falle nennen wir sie die Michtigheit
von M kleiner, im zweiten Falle nennen wir sie grosser als die Michtigheit von N.
(G. Cantor, Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre, ,Journal fiir die reine und ange-
wandte Mathematik”, Berlin, 1878, s. 242-258, s. 242).

"Wprowadzi¢ porzadek liniowy (zupetny) na danym zbiorze to okresli¢ na nim re-
lacje zwrotna, przechodnig, antysymetryczng i spdjna. Prawo dychotomii liczb kar-
dynalnych to wlasnie warunek spéjnosci relacji <, czyli poréwnywalno$ci dowolnych
dwoch liczb kardynalnych. Prawo trychotomii liczb kardynalnych orzeka, ze dla do-
wolnych dwéch liczb kardynalnych «, 8 zachodzi @ < S lub 8 < « lub o = S, gdzie
relacja < oznacza <1i #.

18Okazato sig, iz dychotomia (trychotomia) liczb kardynalnych jest réwnowazna Ak-
sjomatowi Wyboru. Warto w tym miejscu podkresli¢ osiggniecia polskich matematy-
kéw i logikéw — Waclawa Sierpifiskiego i Alfreda Tarskiego — w arytmetyce liczb
kardynalnych. Tarski, opierajac si¢ na pracach Sierpinskiego, pokazat wiele réznych
wiasnosci liczb kardynalnych réwnowaznych Aksjomatowi Wyboru. Zob. A. Tarski,
Sur quelques théorémes qui équivalent a I’axiome du choix, ,,Fundamenta Mathemati-
cae”, 1924, s. 147-154.
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on, ze kazdy dobrze zdefiniowany zbiér musi si¢ da¢ dobrze uporzad-

kowaé!?.

Pojecie dobrze uporzadkowanego zbioru ma podstawowe zna-
czenie dla calej teorii zbioréw. Zawsze jest mozliwym kazdy
dobrze zdefiniowany zbiér dobrze uporzadkowac; mysle, ze
do tego podstawowego i przefomowego, szczegdlnie godnego
uwagi przez swoja uniwersalno$¢, niezwyklego prawa mysli
wréce w nastepnych pracach?.

Od 1895 roku Cantor nie traktowat juz Zasady Dobrego Uporzad-
kowania jako oczywistej, lecz jako twierdzenie, ktére nalezy udowod-
ni¢. To wlasnie miat by¢ jego ostatni wktad w matematyke. W 1897
wierzyl, Ze udalo mu si¢ przeprowadzi¢ poprawny dowdd. Jednakze
nie zostal on uznany za przekonywajacy, przynajmniej przez Davida
Hilberta. Problem pozostal nierozwigzany. Sama koncepcja Cantora
zasadniczo nie cieszyla si¢ zbyt duzym zainteresowaniem wsréd ma-
tematykow (migdzy innymi przez wspomniane tutaj mankamenty jego
teorii). Dopiero w 1900 roku Hilbert zwrdcit uwage na koncepcje do-
brego uporzadkowania zbioru R, przedstawiajac ja na II Miedzynaro-
dowym Kongresie Matematykéw w Paryzu jako pierwszy (wraz z Hi-
poteza Continuum), spoSréd 23 kluczowych probleméw dla dwudzie-
stowiecznej matematyki. Wtasnie na poczatku dwudziestego wieku,
w 1904 roku Ernst Zermelo jako pierwszy dowidédt Zasady Dobrego
Uporzadkowania. Oparl on swoje rozumowanie na Aksjomacie Wy-
boru:

YDobrze uporzadkowaé zbidr, tzn. wprowadzi¢ na nim relacje zwrotna, przechod-
nig, antysymetryczng i spdjng oraz taka, ze kazdy podzbiér ma element najmniejszy.

20Der Begriff der wohlgeordneten Menge weist sich als fundamental fiir die ganze
Mannigfaltigkeitenslehre aus. Dass es immer moglich ist, jede wohldefinirte Menge in
die Form einer wohlgeordneten Menge zu bringen, auf dieses, wie mir scheint, grun-
dlegende und folgenreiche durch seine Allgemeingiiltigkeit besonders merkwiirdige
Dankgesetz werde ich in einer spiteren Abhandlung zuriickkommen. (G. Cantor, Uber
unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten V, ,,Mathematische Annalen” 21, 1883,
s. 545-591, s. 550).
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Niech J # @ oraz {X} ey bedzie rodzing niepustych zbiorow, wow-

czas istnieje odwzorowanie T: § — | X; takie, Ze 7(j) € X; dla do-
JEY
wolnego j € 3°'.

Zermelo, jak pisze w swoim artykule Feferman, uzasadnit trakto-
wang wczesniej jako podstawowa i oczywista Zasade Dobrego Upo-
rzagdkowania przy pomocy innej, bardziej ewidentnej i podstawowej za-
sady — Postulatu Wyboru.

Mozna zastanawiac sie, czy faktycznie tak nalezy oceni¢ dokonanie
Zermela. Analiza historii i prehistorii Aksjomatu Wyboru pokazuje, ze
Zermelo, podajac swoj Postulat, wypowiedzial glo§no milczace zato-
Zenie stosowane niejawnie przez wielu matematykéw w drugiej poto-
wie dziewietnastego wieku??. Wystowienie sformutowania Aksjomatu
Wyboru wskazuje, ze teorie matematyczne buduje si¢ czesto na niewy-
powiedzianych zatozeniach, ktére sa poza wszelka intuicja — milczace
iukryte. Zermelo wykazat, iz Aksjomat Wyboru implikuje Zasade Do-
brego Uporzadkowania. Uwazal przy tym, ze jego Postulat Wyboru jest
oczywisty i nie podlega dyskusji, a Cantorowska zasada wymaga uza-
sadnienia. Od dawna wiemy, ze oba twierdzenia s3 rOwnowazne.

Dla Zermela czysto obiektywny status jego Postulatu byt oczywisty,
natomiast dla wigkszo$ci matematykéw forma wprowadzonego Aksjo-
matu byla nie do przyjecia — postulowala przeciez istnienie bytu ogél-
nego, idealnego, bez podania metody jego konstrukcji. Warto zdaé
sobie sprawe, ze krytyka Postulatu Zermela miata charakter przede
wszystkim filozoficzny?3. Pierwsza wypowiedZ Aksjomatu Wyboru
wywolata dyskusje nad kryteriami istnienia obiektéw matematycznych,

21Zermelo wprowadzong przez siebie zasade nazywat Postulatem Wyboru i sformu-
fowat ja w nastepujacej formie:
Dla kazdej rodziny M niepustych podzbiorow dowolnego zbioru M istnieje funkcja
y: M M taka, ze y(M') € M’ dla dowolnego M’ € IN.
Aksjomat Wyboru i Pewnik Wyboru to péZniejsze okreSlenia Postulatu Zermela. W ni-
niejszym artykule wszystkich tych okresleri bedziemy od tej pory uzywa¢ zamiennie.

2270b. G.H. Moore, Zermelo’s Axiom Choice, Its Origins, Development and Influ-
ence, Springer Verlag, 1982.

W péZniejszym czasie przerodzita si¢ w krytyke o charakterze bardziej matema-
tycznym, zwrécono bowiem uwage na paradoksalne i nieintuicyjne, problematyczne
twierdzenia, ktérych uzasadnienie jest oparte na Postulacie Wyboru.
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naturg dowodu matematycznego — dopuszczalnymi metodami w ma-
tematyce. PodkreSlenia wymaga takze fakt, ze samo pojawienie si¢
tego aksjomatu doprowadzito do uformowania si¢ pogladéw filozoficz-
nych takich matematykéw jak Rene Baire, Emile Borel czy Henri Le-
besgue’*. Zauwazamy silne sprzezenie: z jednej strony uznanie lub
odrzucenie Aksjomatu Wyboru bylo zwiagzane z pogladami filozoficz-
nymi (uznaniem lub odrzuceniem konstruowalnosci jako koniecznego
warunku istnienia bytéw matematycznych), z drugiej strony, niejedno-
krotnie Postulat Wyboru stawal si¢ bodZcem do podjecia kwestii filo-
zoficznych i deklaracji swoich pogladéw w sprawie natury obiektéw
badanych przez matematyke.

Zermelo, widzac jak wielkg dyskusje wywotato wprowadzone
przez niego stwierdzenie, w 1908 roku w artykule Untersuchungen
iiber die Grundlagen der Mengenlehre I* podal pierwsza aksjoma-
tyke teorii mnogosci. Nalezy w tym miejscu podkresli¢, ze wprowa-
dzone aksjomaty mialy jako pierwszorzedny cel uprawomocni¢ dowdd
Zasady Dobrego Uporzadkwania®®. Niejako przy okazji zostat rozwia-
zany problem znanych antynomii teoriomnogo$ciowych. Pierwsza ak-
sjomatyzacja teorii mnogoSci powstata z pobudek czysto pragmatycz-
nych, nie za$ z pragnienia unikni¢cia paradokséw i uratowania znacze-
nia teorii mnogosci jako podstawowej dziedziny matematyki. Zermelo
wprowadzit siedem aksjomatéw: ekstensjonalnosci, zbioréw elemen-
tarnych, wyrdzniania, zbioru potegowego, unii, wyboru i nieskoriczo-
nosci.

Szybko okazalo si¢, ze wprowadzona aksjomatyzacja nie spelniata
oczekiwan Zermela. Niewielu matematykéw akceptowalo wszystkie
jego postulaty. Gtéwng przyczyng takiego stanu rzeczy bylo zanie-
dbanie przez Zermela podania satysfakcjonujacych podstaw logicz-

270b. G.H. Moore, Zermelo’s Axiom Choice, Its Origins, Development and Influ-
ence, Springer Verlag, 1982. Warto zwréci¢ uwage na interesujacy fakt stosowania nie-
jawnie Aksjomatu Wyboru przez wymienionych tutaj francuskich konstruktywistéw,
ktérzy jawnie odrzucali Postulat Wyboru.

2E, Zermelo, Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre I, ,,Mathema-
tische Annalen” 65, 1908, s. 261-281.

*5Takg teze mozna wysung¢ analizujgc wstep artykutu Zermela. Do takich wnio-
skow dochodzi takze G. Moore w swojej monografii.
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nych.

Dopiero w 1922 Thoralf Skolem i Abraham Freankl (niezalez-

nie) poprawili, opierajac si¢ na logice pierwszego rzedu, teorie Ze-
rmela. Zmienili aksjomat wyrdzniania, nieskoriczonosci i dodali ak-
sjomat schematu zaste;powania27:

€]

2

3)

“)

(&)

(6)

(7

®)

Aksjomat Ekstensjonalno$ci
Jezeli dwa dowolne zbiory X,Y majq takie same elementy, to
X=Y.

Aksjomat Pary
Dla dowolnych a,b istnieje zbior {a, b} zawierajgcy dokiadnie
a,b.

Aksjomat Schematu Wyrézniania

Jesli P jest wlasnoSciq (z parametrem p), wtedy dla dowolnego
X i p istnieje zbior Y = {u € X: P(u, p)}, zawierajqcy tylko te
elementy X, ktore spetniajqg wltasnosc P.

Aksjomat Sumy
Dla dowolnego X istnieje zbior Y = |JX — suma wszystkich
elementow X.

Aksjomat Zbioru Potegowego
Dla dowolnego X istnieje zbior Y = P(X).

Aksjomat Nieskoriczonosci
Istnieje zbior nieskoriczony.

Aksjomat Schematu Zastgpowania
Jesli f jest funkcjq, wtedy dla dowolnego X istnieje zbior
Y = f(X) = (f(x): x € X).

Aksjomat regularnosci
Kazdy niepusty podzbior ma element minimalny?8.

277.a Thomasem Jechem, zob. T.J. Jech, Set Theory, 2nd ed., Springer-Verlag, 1997.
Podany przez Skolema i Fraenkla zbiér aksjomatéw nazywa si¢ powszechnie Aksjo-
matyka Fraenkla-Zermela i ozn. ZF lub ZFC (jesli dotaczy si¢ Aksjomat Wyboru).

28 Aksjomat regularnosci jest nazywany takze aksjomatem ufundowania i orzeka, ze
kazdy zbidr posiada element przecinajacy si¢ pusto z nim samym.
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(9) Aksjomat Wyboru
Niech § # @ oraz {X;}jey bedzie rodzing niepustych zbio-

row, wowczas istnieje odwzorowanie Tt 3 — |J X; takie, Ze
J€J
7(j) € X; dla dowolnego j € 3.

KIEDY ,,STWIERDZENIE” JEST AKSJOMATEM?

Feferman zastanawia si¢ dlaczego wprowadzone przez Fraenkla
postulaty zasluguja na miano aksjomatéw — a w szczegdlnosci, dla-
czego Aksjomat Wyboru znalazt si¢ wsréd nich. Pyta o kryterium
uznania jakiej$ zasady za aksjomat. Feferman na to nie odpowiada.

Natomiast probe odpowiedzi podejmuje Penelope Maddy. W swo-
ich dwéch artykutach zatytulowanych Believing in axioms* wska-
zuje, jak mozna ,,usprawiedliwia¢” uznanie danych twierdzen za ak-
sjomaty®?. Wprowadza rozréznienie uzasadnien danego aksjomatu
na oparte na wewnetrznych lub zewnetrznych argumentach?!. We-
wnetrzne uzasadnianie (ang. justification) to wlasciwie uznanie da-
nego stwierdzenia jako samooczywistego, ewidentnego. Na przyktad
gléwnym argumentem przemawiajacym za uznaniem aksjomatu eks-
tensjonalnoSci jest jego samoistne wynikanie z pojecia zbioru. Uza-

2P, Maddy, Believing in axioms 1, ,,The Journal of Symbolic Logic”, Vol. 53, No. 2,
1988, s. 481-511. P. Maddy, Believing in axioms I1, ,,The Journal of Symbolic Logic”,
Vol. 53, No. 3, 1988, s. 736-764.

3Maddy zwraca uwage na pewng znamienng ceche aksjomatéw. Okazuje si¢ (co
zdaje si¢ obrazowa¢ wilasnie historia Aksjomatu Wyboru), ze kryterium samooczy-
wistosci, ewidentnos$ci wcale nie jest wystarczajace do uznania, ze dane orzeczenie
jest aksjomatem. Takie cechy jak samooczywisto$¢, ewidentnos¢ danej zasady moga
(ale nie musza) by¢ jedynie bodZcem do wysunig¢cia propozycji uznania jej za aksjo-
mat. Maddy pokazuje, Zze w matematycznym uzasadnianiu, czy raczej usprawiedliwia-
niu aksjomatéw, opieramy si¢ na metodologii wlasciwej tworzeniu teorii naukowych
o prawach natury. Kluczowym bowiem narzedziem w r¢ku matematyka okazuje si¢
by¢ badanie konsekwencji, jakie niesie ze sobg przyjecie danego kandydata na aksjo-
mat, zarowno w danej teorii (na gruncie ktérej jest podane owo twierdzenie) jak i catej
matematyki.

31Jest jeszcze jeden sposéb — po prostu uznanie danego twierdzenia jako niepisanej,
ogélnej zasady (ang. rule of thumb). Takie ,wyssane z palca” zasady zwigzane sg
z intuicyjnym, przedteoretycznym podejsciem do danej teorii.
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sadnienie zewnetrzne to ,,nas§ladowanie” uzasadniania hipotez nauko-
wych — poprzez badanie konsekwencji przyjecia danego twierdzenia
jako obowigzujacego aksjomatu. W zewnetrznym podejsciu podkresla
sie role aksjomatu w dostarczaniu nowych, prostszych dowodéw sta-
rych twierdzen, w pewnej unifikacji poprzednich wynikéw danej teorii
Z nowymi osiagni¢ciami, zapewnianiu odpowiedniej sity dowodowej
potrzebnej w rozwigzywaniu probleméw pozostawionych otwartymi
przez poprzednikéw>2.

Feferman chce ostatecznie uzasadni¢ swoje stwierdzenie, ze pyta-
nie o potrzebe nowych aksjomatéw w matematyce jest pytaniem stricte
filozoficznym®3. Jesli rozwazymy je w kontekscie rozstrzygniecia Hi-
potezy Continuum, to wedlug Fefermana matematyka nie potrzebuje
zadnych nowych aksjomatéw, bowiem Cantorowskie przypuszczenie
jest z natury niejasne i samo continuum nie jest poprawnie okreslonym

obiektem matematycznym>*.

32Gtéwnym celem rozwazan Maddy jest ukazanie btedno$ci bardzo popularnego
stwierdzenia, ze wszystkie aksjomaty ZFC zostaly uzasadnione na mocy wewnetrznej
argumentacji, podczas gdy préby usprawiedliwienia przyjecia nowego aksjomatu (np.
w kontekscie Hipotezy Continuum) s uzasadniane na mocy zewngtrznej argumenta-
cji. Czes¢ aksjomatow ZFC nie tylko nie zostata przyjeta na mocy samego kryterium
ich samooczywistosci, ale nawet trudno jest jednoznacznie wskaza¢ granice miedzy
wewnetrznym i zewnetrznym uzasadnieniem. Najlepiej widaé to na przyktadzie Ak-
sjomatu Wyboru. Historia pokazuje, ze dla bardzo wielu matematykéw bodZcem do
jego przyjecia bylo poznanie jego roli i znaczenia dla mozliwosci uprawiania matema-
tyki. Bowiem z uptywem czasu u§wiadomiono sobie, ze wiele dyscyplin matematycz-
nych (topologia, analiza, algebra) ,,psuje si¢”” juz na poziomie pojeciowym, jesli od-
rzucimy Pewnik Wyboru. Zatem jego uznanie zwigzane jest z pobudkami czysto ma-
tematycznymi, nie filozoficznymi; abstrahuje si¢ od konsekwencji natury filozoficznej
(cho¢ nalezy pamietad, ze zasadniczo odrzucenie Aksjomatu Wyboru spowodowane
jest preferencjami filozoficznymi).

3Takie podejscie nie daje jednoznacznej odpowiedzi na zadane pytanie, ale tyle
odpowiedzi, ile jest ré6znych filozofii matematyki.

My own view — as is widely known — is that the Continuum Hypothesis is
what I have called an “inherently vague” statement, and that the continuum itself,
or equivalently the power set of the natural numbers, is not a definite mathematical
object. (S. Feferman, P. Maddy, J. Steel, and H. Friedman, Does Mathematics Need
New Axioms?, ,Bulletin of Symbolic Logic” 6, 2000, s. 401-446, s. 405). Feferman
wskazuje argumenty, ktére moga sta¢ si¢ bodZcem do zastanowienia si¢ wlasnie nad
kwestig okreslonosci i poprawnej definiowalnosci Hipotezy Continuum. Frapujacy
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Z drugiej strony, jesli zastanowimy si¢ nad potrzebg nowych aksjo-
matéw w kontekscie innych otwartych probleméw — na przyktad mile-
nijnych — to nie ma wedtug Fefermana cienia dowodu, Ze matematycy
beda potrzebowac jakichkolwiek aksjomatéw spoza ZFC, by je rozwia-
za¢. Wczesniej czy pdZniej zostang one rozstrzygniete na bazie budo-
wanych wspoélczesnie teorii matematycznych, opartych na dotychczas
powszechnie uznawanych aksjomatach fundacjonalnych. Chod¢, jak po-
kazuje historia Twierdzenia Fermata, moze uptynaé duzo czasu, zanim
znajdziemy ich rozwigzanie.

Na tle tych rozwazan, filozofia staje si¢ istotna w dyskusji nad po-
trzeba nowych aksjomatéw w matematyce oraz sposobem uzasadnie-
nia uprawiania teorii mnogosci i matematyki. Wedtug Fefermana po-
wszechnie przyjmowane stanowisko platonizmu matematycznego nie
jest satysfakcjonujacym usprawiedliwieniem matematyki, a w szcze-

moze by¢ na przyktad fakt, ze Cantorowska hipoteza nie doczekala si¢ rozwigzania
pomimo istotnego rozwoju dziedzin teorii mnogosci w ramach ktérych mialy by¢ sfor-
mulowane nowe aksjomaty majace ja rozstrzygna¢. Dla niektérych, zastanawiajace
moze by¢, dlaczego Hipoteza Continuum nie zostata umieszczona na liScie proble-
mow milenijnych ogloszonych przez Clay Mathematics Institute 24 maja 2000 roku.
Chcemy w tym miejscu podkresli¢, ze taka sytuacja nie dziwi matematykéw. Dla nich
Hipoteza Continuum jest rozwiazana — zgodnie z twierdzeniem Cohena jest ona nie-
zalezna od aksjomatyki ZF. Jest to zasada interesujaca gléwnie specjalistéw z zakresu
teorii mnogosci i na jej gruncie jest ciagle ,,intensywnie” badana. Wspomnie¢ nalezy
w tym miejscu chociazby Wactawa Sierpiriskiego, ktéry podat okofo stu twierdzen
dotyczacych wewnetrznej struktury prostych i plaszczyzny réwnowaznych Hipotezie
Continuum i w 1947 roku udowodnil, ze Uogé6lniona Hipoteza Continuum implikuje
Aksjomat Wyboru. Dla wielu dyscyplin matematycznych (,,odlegtych” od teorii mno-
gosci) Hipoteza Continuum nie ma wielkiego znaczenia (z wytaczeniem teorii miary,
ktéra pomimo iz zaliczana do analizy matematycznej jest bardzo silnie ugruntowana
w teorii mnogosci i istotnie zalezy zaréwno od Hipotezy Continuum jak i od Pewnika
Wyboru. — Zob. D.H. Fremlin, Measure theory, vol. 5: Set — Theoretic Measure
Theory, pt. 1, pt. 11, Torres Fremlin, Colchester, 2008.). Jednakze, w zadnym razie
nie mozna powiedzie¢, ze Hipoteza Continuum jest traktowana przez matematykow
jako Zle zdefiniowany problem. Argumentacja Fefermana, Ze idea pojecia zbioru po-
tegowego zbioru liczb naturalnych, ktéra posiadamy, nie jest wystarczajaca dla wlasci-
wego okreslenia tego obiektu, nie wydaje si¢ by¢ satysfakcjonujaca dla matematykéw
w ogoéle, a zwlaszcza dla uprawiajacych teori¢ mnogosci. Co wiecej, w Swietle powyz-
szego uzasadnienia Fefermana, réwniez Aksjomat Wyboru powinien by¢ niejasny, Zle
okreslony. Amerykanski matematyk i filozof ten problem przemilcza, pomija.
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gblnosci usprawiedliwieniem ewentualnej okre§lonosci pojecia con-
tinuum. Nalezy szukaé nowej filozofii, ktéra mogtaby wyttumaczyé
obiektywnos$¢ tej dziedziny.

Przedstawione powyzej stanowisko Fefermana to tylko jeden
z wielu glosow w debacie nad potrzebg nowych aksjomatéw w ma-
tematyce. Odmienne poglady prezentuje Penelope Maddy. Analizujac
stanowisko Fefermana, wskazuje pewne jego sady i zatozenia, z kt6-
rymi jej zdaniem, nie do koica mozna si¢ zgodzic.

Po pierwsze, wedlug Maddy podany przez Fefermana warunek
(niewystarczajacy i niesatysfakcjonujacy) przyjecia Platoriskiego sta-
nowiska w filozofii matematyki nie jest jedynym mozliwym zatoze-
niem mogacym uzasadni¢ szeroko rozumiang dziatalno$¢ matematy-
kéw (obejmujacy takze badania nad Hipoteza Continuum)®>. Jej zda-
niem uprawianie teorii mnogosci w szczegdlnosci i uprawianie mate-
matyki w ogéle nie potrzebuje uzasadnienia na gruncie filozoficznym.
Samo usprawiedliwienie powinno pochodzi¢ z wnetrza, by¢ sformuto-
wane w prostych kategoriach, ktérych znaczenie jest najbardziej sku-
teczne w odniesieniu do odpowiednich bytéw matematycznych. Rolg
filozofii nie jest krytykowanie czy uzasadnianie sposobu uprawiania
matematyki. Pozostaje jej tylko préba zrozumienia i opisu pracy mate-
matyka30.

Z tego naturalistycznego punktu widzenia poczatkowe pytanie —
czy matematyka potrzebuje nowego aksjomatu — jest bezcelowe. Wta-
Sciwiej bytoby zapytaé, czy poszczegdlne aksjomaty s3 pomocne w po-
szczegblnych dziataniach matematycznych, czy pomogg osiaggnaé wy-
znaczone cele’’. Ponadto, jesli przyjmiemy takie stanowisko, to nie

3Maddy proponuje odciecie sie od patrzenia na aksjomaty w kategorii konieczno-
$ci, bezwarunkowej prawdziwosci, uwazajac to za staromodne. Mowi, Ze na pytanie
skad wiemy, ze sa konieczne, jedyng poprawng odpowiedzig jest, ze nie wiemy.

3%Filozofie matematyki mozna zatem traktowac jako dyscypline o charakterze nor-
matywnym (takie podejscie dominowato do potowy XX wieku) lub deskryptywnym
jako opis rzeczywistych procedur (przyjmowane od czaséw Imre Lakatosa).

37Uzasadniajac swéj poglad, Maddy zauwaza, ze nigdy w historii nie miata miejsca
sytuacja, Ze matematycy tworzac teorie zastanawiali si¢ czy matematyka potrzebuje
np. nowych aksjomatéw geometrii nieeuklidesowych. Rozwdj dziewigtnastowiecznej
i dwudziestowiecznej matematyki obrazuje ciagle proby wyzwalania si¢ z ograniczania
matematyki, checi uprawiania czystej matematyki, w ktérej gléwna role odgrywa in-
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musimy si¢ martwic¢ czy Hipoteza Continuum jest jasnym, dobrze okre-
Slonym problemem, nie musimy udowadniaé, ze istnieje jej poprawne
rozstrzygniecie.

Widzimy, ze jesli w ramach naturalizmu zapytamy o powody dla
ktérych przyjmujemy nowe aksjomaty, to kluczowa okaze si¢ argu-
mentacja zewnetrza. Wydaje sie, ze ta obserwacja jest drugim z glow-
nych punktéw, w ktérych podejScia Maddy i Fefermana zasadniczo si¢
réznig. Co prawda Feferman nie sprzeciwia si¢ wprost argumentacji
zewnetrznej, jednakze daje nam do zrozumienia, ze dla aksjomatéw
fundacjonalnych kluczowe jest uzasadnienie wewnetrzne. Z kolei dla
Maddy, skuteczno$¢ i efektywnoS¢ aksjomatéw sa wystarczajace do
uznania ich zasadnosci.

FILOZOFIA MATEMATYKI DZIS

Feferman i Maddy daja diametralnie r6zne odpowiedzi na pytanie
o potrzebe aksjomatéw, a co za tym idzie prezentuja odmienne zda-
nie na temat roli filozofii w uprawianiu matematyki. Widzimy zatem,
7e sg filozofowie — jak Feferman, ktérzy twierdza, ze do przyjecia
(uzasadnienia) nowego aksjomatu potrzebna jest wtasnie filozofia. Co
wiecej, niektorzy sadza, iz sama potrzeba nowego aksjomatu wynika
z filozoficznej refleksji. Z drugiej strony jest Penelope Maddy i jej
naturalistyczny poglad. Nie mamy zatem jednej zgodnej odpowiedzi
na pytanie o role filozofii w wyborze aksjomatéw. Nie mamy wspdl-
nego pogladu na zwiazek filozofii matematyki i matematyki w czasach
wspotczesnych.

Nie podlega jednakze dyskusji, ze na przetomie dziewigtnastego
i dwudziestego wieku rozwazania filozoficzne odgrywaly istotng role
w ,,codziennej” praktyce matematycznej, w rozwoju matematyki. Silna
zalezno$¢ matematyki od analiz filozoficznych byla wyraZznie wi-
doczna. Natomiast dzisiaj trudno méwi¢ z perspektywy matematyka

tuicja matematyka i wolno$¢. Wedlug Maddy matematycy powinni i§¢ w kazdg strone,
w ktdra poniesie ich intuicja matematyczna. Dlatego pytanie o potrzebe nowych aksjo-
matow nalezy zastapic¢ pytaniem o korzysci, jakie bedzie czerpa¢ matematyka z tych
aksjomatéw.
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o istotnej zaleznosci matematyki od filozofii. Dla matematyka rozwa-
zania filozoficzne rozstrzygajace status obiektow matematycznych nie
maja w praktyce zadnego znaczenia i zasadniczo w ogdle nie sg dla
niego interesujace®®. W szczegélnosci, w kontekscie wielosci réznych
modeli teorii mnogo$ci i matematyki, filozoficzny aspekt pytania o po-
trzebe aksjomatéw przestaje miec jakiekolwiek znaczenie. W pewnym
sensie mozna powiedziec¢, ze wigkszo§¢ wspdlczesnych matematykéw
pracuje tak, jak gdyby byli platonikami — niejako odkrywajac i badajac
obiektywnie istniejgce obiekty. Nie zajmuja si¢ oni jednakze tym, co
niesie ze sobg realistyczne stanowisko, sg tylko ,,jak gdyby realistami”.
Jezeli na terenie matematyki jest podejmowany jakikolwiek dyskurs fi-
lozoficzny, to jest on podejmowany w gtéwnej mierze przez filozoféw.

Pada w tym miejscu pytanie czy mozna badaé kwestie filozoficzne
pojawiajace sie na gruncie matematyki bez znajomosci wynikow tej
dziedziny. Naszym zdaniem zdecydowanie bardziej wartoSciowa jest
filozofia matematyki uprawiana w kontekscie matematyki — czyli za-
ktadajaca dobra znajomoS$¢ przynajmniej jej podstaw. Tu jednakze
znowu napotykamy na powazny problem — jak wyznaczy¢ te ,,pod-
stawe programowa’ w perspektywie ciaglej, wyktadniczej ekspansji
matematyki? Juz od wielu lat nie da si¢ méwic¢ o caloSciowej wiedzy
matematycznej. Czy zatem mozna rozwazac holistyczng filozofi¢ ma-
tematyki? Jedynym wyjSciem wydaje si¢ by¢ uprawiane filozofii ma-
tematyki na gruncie poszczegdlnych dyscyplin matematycznych. To
swoiste wyspecjalizowanie pozwoli filozofowi dobrze poznaé podsta-
wowe pojecia i techniki dowodowe danej dziedziny (zglebi¢ jej meto-
dologie) i da mu szanse dokonywania ciekawych obserwacji i interpre-
tacji, réwnoczesnie chronigc go przed zarzutem zajmowania si¢ czyms,

38Nie chcemy w tym miejscu catkowicie wykluczyé jakiejkolwiek roli filozofii
w uprawianiu matematyki. Sg przeciez matematycy, dla ktérych kwestie filozoficzne
majg duze znaczenie — dajg oglad na to czym tak naprawde¢ zajmuje si¢ matematyka,
jak nalezy ja uprawia¢. Mozna takZze rozwazaé ukryta (nieuSwiadomiong) obecnos$é
filozofii przejawiajaca si¢ przyktadowo w wyborze narzedzi czy metodologii pracy
matematycznej.

Ciekawe analizy dotyczace filozofii matematyki w ogéle, mozna znalezé w K. Wéj-
towicz, O matematyce i filozofii matematyki, ,Zagadnienia filozoficzne w nauce”
XX, 1998, s. 53—66.
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na czym si¢ nie zna. Taka ,,nowa” filozofia ma niewiele wspdlnego z fi-
lozofia matematyki uprawiang jeszcze na poczatku minionego stulecia.
Do tamtej sytuacji nie ma jednakze powrotu. Dodatkowo, w kontek-
Scie zaniedbywania, a nawet celowego odrzucania przez matematykéw
kwestii filozoficznych, proba uprawiania filozofii poszczegdlnych dys-
cyplin matematycznych zdaje si¢ by¢ bardzo cenna. Mozliwy bowiem
bedzie réwnorzedny dyskurs migdzy matematykiem a filozofem (w ob-
rebie danej galezi matematyki), mogacy przynies$¢ ciekawe wyniki.

SUMMARY

THE ROLE OF AXIOMS IN CONTEMPORARY MATHEMATICS
AND IN VIEW OF INVESTIGATIONS ON AXIOM OF CHOICE

We show how philosophy effected the shape of mathematics when the
proof of Well-Ordering Principle was formulated by Ernst Zermelo. We also
consider the significance of philosophy of mathematics today. We concentrate
on Solomon Feferman and Penelope Maddy attitude in the recent debate on
the need of new axioms in mathematics.



