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MIEDZY OCZYWISTOSCIA A DEDUKCJA.
PLATON I EUKLIDES O ROWNOSCI

Wsdréd matematykéw wywodzacych sie z tradycji Hilberta i bada-
jacych Elementy przyjmuje si¢, ze w geometrii Euklidesa pojecie row-
nosci ma dwa znaczenia: przystawanie oraz réownos$é pél.! Rozréznie-
nie to stuzy przede wszystkim rozjasnieniu zawitosci, jakie pojawiaja
sie wtedy, gdy tezy Euklidesa sg wprost przenoszone w kontekst ma-
tematyki wspotczesnej. W niniejszym artykule idziemy o krok dalej
i wskazujemy na filozoficzne znaczenie tej réznicy.

Roéwnos¢ pojeta jako przystawanie jest czym$ oczywistym, wrecz
niezauwazalnym i u Platona nie jest ona przedmiotem odrebnych do-
cieka. Analizujac dialogi Fedon, fragment 74b-c, oraz Menon, 8le-
85d, mozemy jednak wydoby¢ pewne jej rozumienie. Otéz Platon
jako najzupetniej oczywiste przyjmuje, ze (1) réwno$¢ zachodzi mie-
dzy dwoma przedmiotami, ze (2) to, co réwne nie moze by¢ nieréwne,
ze (3) naterenie geometrii réwnos¢ jest przystawaniem. Podejscie takie
jest dos¢ bliskie wspéiczesnemu stanowisku i chyba dlatego nie zostato
zauwazone jako odrebny problem, a Platona uwagi o rownosci nie staty
siec — o ile nam wiadomo — przedmiotem odrebnych analiz.?

1Zob. (Hartshorne, s. 40-43, 196-224), (Artmann, s. 37-38).
2W niniejszym tekscie zajmuje nas réwno$¢ w geometrii. W zwigzku z pogladami
politycznymi Platona zwraca si¢ uwage na odréznienie réwnosci arytmetycznej i geo-
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Zupetnie odmienny obraz wytania si¢ z Ksiegi 1 Elementow.
Przede wszystkim réwnos¢ jest dla Euklidesa problemem, bo charakte-
ryzuje jg aksjomatami. Konsekwencje aksjomatow sg natomiast takie,
7e obok przystawania zyskuje rownos¢ jeszcze drugie znaczenie, ktére
oddajemy zwrotem ,,r6wnos$¢ pol”. W rezultacie moze by¢ tak, ze to
co nieréwne dla zwyktego ogladu — nieréwne, bo nieprzystajace, roz-
nego ksztattu — moze by¢ réwne w tym drugim znaczeniu. Na poje-
ciu ,,réwnosci pol” oparta jest Euklidesa teoria pola wielokatéw oraz
teoria figur podobnych. Majgc to na uwadze méwimy, Ze matematyka
zaczyna si¢ tam, gdzie konczy si¢ zwykly oglad.

I jeszcze stowo o oczywistoSci i dedukcji wystepujacych w tytule
artykutu. Poje¢ tych nie bedziemy definiowal. Wzorem pierwszego
podejscia, wzorem odwotania do oczywistoSci i zwyktego ogladu jest
dla nas lekcja geometrii z Menona, wzorem dedukcji sa rozumowania
Euklidesa.

1. W Uczcie podaje Platon syntetyczny opis drogi do istoty pickna:

Bo tedy biegnie naturalna droga mitosci, czy kto sam po niej
idzie, czy go kto drugi prowadzi: od takich pieknych ciat z po-
czatku ciggle si¢ cztowiek ku temu piecknu wznosi, jakby po
szczeblach wstepowal: od jednego do dwdéch, a od dwoéch do
wszystkich pieknych cial, a od cial pigknych do pigknych po-
stepkow, od postepkéw do nauk pigknych, a od nauk az do tej
nauki na koncu, ktdra juz nie o innym pigknie méwi, ale czto-
wiekowi daje owo pickno samo w sobie; tak ze cztowiek dopiero
przy koncu istote pigkna poznaje (Uczta 211b-c).

Tak wiec od picknego ciata, do wszystkich pieknych ciat, i dalej, via
piekne czyny i nauki, do pickna samego w sobie. Platon uczy, ze do
istoty nie dociera si¢ przez uogdlnianie, pomijanie nieistotnych cech,
ale na drodze przypominania: najpierw kieruje nami pewne mgliste
przeczucie, a z czasem, na kazdym kolejnym etapie, coraz wyraZniejsze
rozumienie pigkna, az po bezposredni oglad pigkna samego w sobie.

metrycznej, czy inaczej proporcjonalnej — zob. Prawa VI, 757b-c, Gorgiasz, 508a
— i tej kwestii, owszem, po§wigcono wiele opracowan. Ale ,,réwnos¢ geometryczna”
nie ma zwigzku z réwnosciag w geometrii.
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Podobny schemat, ale w odniesieniu do réwnosci matematycznej

znajdujemy w Fedonie, w dialogu Sokratesa z Simmiasem:

~Mowimy wszak, ze jest coS takiego jak réwnos¢. Nie chodzi
mi tu o réwnos$¢ dwoch kawalkéw drzewa czy kamieni ani o nic
innego tego rodzaju, ale o co$, co od tych wszystkich rzeczy si¢
odréznia, o rownos$¢ samg. Powiemy, ze jest co§ takiego, czy

tez, ze nie ma?”’

,,Powiemy przeciez, na Zeusa — odpart Simmias — z calg pew-

noscig”.
»A czy wiemy réwniez, czym jest owa rzecz sama?”’
»Wiemy”— odpowiedziat.

»kad wzieliSmy wiedzg o tym? Przeciez nie z tych rzeczy,
o ktérych przed chwilg mowiliSmy, z kawatkéw drewna, ka-
mieni i innych przedmiotéw réwnych; nie z tych rzeczy pojawita
sie w naszej mysli ta rzecz, ktéra si¢ od nich odréznia. A moze
nie wydaje ci si¢ ona r6zna? Spéjrz na to tak. Czy réwne ka-
walki drewna lub kamienie, pozostajac takie same, wydajg si¢

jednemu réwne, a innemu nieréwne?”
,Oczywiscie”.

,,No dobrze, a czy wydaly ci si¢ kiedykolwiek rownosci same

nieréwne, badZ rownos¢ nieréwnoscia?”’
»Alez nigdy, Sokratesie”.

»Jednakze — powiedzial — to przeciez z tych rzeczy réwnych,
réznych od owej rownosci, ujales w mysli i pojales wiedze

o niej?”
»Masz zupelng racje”.

W takim razie owe rzeczy réwne i rowno$¢ sama nie sa tym

samym’” (Fedon, 74b-c).

Platon oczywiScie nie poprzestaje na wskazaniu idei réwnosci.
R6éwnos¢ jest tu Srodkiem, celem jest wytworzenie przekonania o ist-
nieniu wiedzy wrodzonej, co pdZniej jest wykorzystywane w dowodzie

nieSmiertelnosci duszy.

Dojscie do idei réwnosci jest jednak troche bardziej skompliko-
wane niz droga do pickna samego. Otz w przejsSciu od réwnych przed-
miotéw do réwnosci samej pojawia si¢ zagadkowy czton posredni:
,.,rownosci same”, lub — co wydaje si¢ blizsze oryginalowi — ,,réwne
same”. Miast jednej idei, ktéra jest miarg jakiej$ wtasnoSci — np.
piekna, czy sprawiedliwoSci — spotykamy tu nietypowa dla Platona
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triade: réwne przedmioty — réwnosci same (réwne same) — rownos¢
sama. Stad zdanie ,,czy wydaly ci si¢ kiedykolwiek réwnoSci same nie-
réwne, badZ rownos¢ nieréwnoscia?” obrosto licznymi komentarzami.
Wielu prébowato wyjasnié, dlaczego Platon stosuje tu liczbe mnoga
— ,,réwnosci same” (,,réwne same”). Po wielokro¢ i z réznych per-
spektyw prze§wietlono rzeczony fragment. W rezultacie wykrystalizo-
walo si¢ kilka koncepcji; jedne natury filozoficznej, inne historycznej
czy filologicznej. CzeS¢ interpretatoréw uznaje, ze ,,réwnoSci same”
(,réwne same”) to réwnosci matematyczne, a na dowdd przywotujg oni
Elementy Euklidesa. I tak na przyktad M.F. Cornford, uznany badacz
Platona, wskazujac na ,réwne” w pierwszym aksjomacie z grupy Po-
Jecia Wspolne pisze:

Gdy rowne sq dodane do rownych, to catoSci sq rowne.
«Réwne» oznacza tu wielkosci, o ktérych nie orzeka si¢ niczego
wiecej ponad to, Ze s3 one po prostu «réwne» i powiedzieé, ze
takie réwne s3 nieréwne, to wewnetrzna sprzeczno$¢ i oczywi-
sty falsz (Cornford, s. 71).

Poprzestaniemy na tej jednej propozycji rozwigzania zagadki, dla-
czego w Fedonie 74cl Platon uzywa pojecia ,,réwnosci same”, bo na-
szym celem nie jest przedstawianie kolejnej interpretacji. Z omawia-
nego fragmentu chcemy raczej wyluska¢ Platona rozumienie réwno-
§ci. Sledzac dyskusje toczona wokét zdania 74c1 uderzylo nas bez-
krytyczne podejScie komentatoréw do platoriskiego ujecia réwnosci,
co widac chociazby w cytowanych wyzej stowach Cornforda, ktéry nie
tyle interpretuje, co wtéruje stowom mistrza. Ot6z jako najzupetniej
oczywiste przyjmuje si¢ za Platonem, ze (1) réwno$¢ matematyczna
zachodzi miedzy dwoma przedmiotami, ze (2) to, co rowne nie moze
by¢ nieréwne. Tak bynajmniej nie jest — tak nie jest u samego Eukli-
desa i to juz wystarczy, aby przyjrze¢ si¢ blizej zagadnieniu réwnosci.

Zanim przejdziemy do Euklidesa spdjrzmy, tytulem wstepnego
poréwnania, na réwno$¢ we wspodiczesnej matematyce, jest bowiem
istotna réznica w traktowaniu réwnosci miedzy matematyka dzisiej-
$z3, a tym, co znajdujemy w Elementach. W komentarzach do Platona
dominuje natomiast perspektywa wspoétczesnej matematyki.
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2. Z punktu widzenia podstaw matematyki, gdy rozwazamy teorie sfor-
malizowane, réwno$¢ (a) moze by¢ potraktowana jako symbol logiczny
oznaczajacy identycznos¢, (b) moze by¢ zaliczona do relacji pierwot-
nych systemu i wowczas jest charakteryzowana przez aksjomaty, (c)
moze by¢ wreszcie wprowadzona definicjg. W kazdym przypadku musi
by¢ zwrotna, symetryczna, przechodnia oraz spetnia¢ prawo podstawia-
nia.®> T wlasnie zwrotno$¢ odréznia dzisiejsze podejscie od ujecia Pla-
tona. U Platona réwnos$¢ jest zwigzkiem miedzy dwoma przedmiotami
x,y. W teorii mnogosci, gdy przedstawiamy ja jako relacje w zbiorze
X, sktada si¢ z par (x,x). Zapisujac pare¢ uporzadkowang jako zbidr
dostaniemy (x, x) = {{x}} i juz wyraznie mamy tylko jeden przedmiot.
Zwrotno$¢ jest jednak ideg obca calej matematyce greckiej, tak wigc
w tym punkcie Platon nie odstaje od Euklidesa.

Definiowanie réwnosci jest czestym zabiegiem i zwykle wiaze si¢
z relacja réwnowaznosci; dla przyktadu niech to bedzie relacja polega-
jaca na tym, ze liczby naturalne dajg t¢ sama reszte przy dzieleniu przez
2. Opisowo i w pewnym uproszczeniu mozna to tak przedstawié: dwa
przedmioty rézne sg réwne pod pewnym wzgledem, sg rowne z uwagi
na pewien aspekt, a 6w wzglad, czy aspekt wyznacza wtasnie odpo-
wiednia relacja réwnowaznosci; w naszym przykladzie bedzie tak, ze
wszystkie liczby parzyste sg sobie rowne i wszystkie liczby nieparzyste
sa sobie réwne. Podobny zabieg znajdujemy w Ksiedze V Elemen-
tow, w definicji rownosci stosunkéw, ale wowczas Euklides mowi nie
o réwnych, tylko o ,,tych samych” stosunkach.*

Pojecie aspektu pozwala opisac takze i takie sytuacje, gdzie trojkat
i prostokat sa sobie réwne, mianowicie co do pola, czy inaczej: gdy
ich pola sa réwne, lub gdzie na podstawie izomorfizmu utozZsamiane
sq — jak méwia matematycy — struktury algebraiczne. Jednak $ci-
Sle rzecz biorac nie znajdujemy we wspodtczesnej matematyce sytuacii,
gdzie to, co réwne jest nieréwne: 2 jest rézne od 4, a z uwagi na wy-
7ej wspomniang relacje liczby te sa rownowazne (réwne ex definitione
sg natomiast klasy abstrakcji wyznaczone przez 2 i 4), tréjkat nie jest
réwny prostokatowi, ale pole tréjkata moze by¢ réwne polu prostokata.

3Zob. np. (Fraenkel et al., s. 25-27).
4Zob. Btaszczyk, O definicji 7 7 Ksiegi V Elementéw Euklidesa.
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W Elementach jest inaczej: w twierdzeniu 1.42 Euklides pokazuje, jak
skonstruowac prostokat, czy ogdlniej ,,rownoleglobok réwny danemu
tréjkatowi”, a wiec nie prostokat o rownym polu, ale prostokat zwyczaj-
nie rowny tréjkatowi. Jak zatem Euklides dochodzi do tego, ze trojkat
moze by¢ réwny prostokagtowi?

3. W Elementach rdwnoS$¢ jest explicite scharakteryzowana pigcioma
aksjomatami zebranymi w grupe Pojecia Wspolne. Czytamy:

Réwne tej samej sa sobie réwne.

I gdy réwne sg dodane do réwnych, to catosci sg rowne.

I gdy réwne sg odjete od réwnych, to pozostatosci sg rowne.
I naktadajace si¢ sg sobie rowne.

I catos¢ jest wigksza od czesci.

Trzy pierwsze aksjomaty sg interpretowane formutami:

Jezelia=c, b=c,toa=>b.

Jezelia=b, c=d,toa+c=b+d.

Jezelia=b, c=d,toa—c=b—-d.

Przyjmuje si¢, ze aksjomat czwarty orzeka, iz figury przystajace
sg réwne. Aksjomat piaty za$ do dzisiaj nie znalazt przekonujgcej in-
terpretacji.

IdZmy dalej. W Ksiedze I Elementow niemal w kazdym twierdze-
niu spotykamy ,,réwne odcinki”, ,,réwne boki”, ,,réwne katy”, ,,réwne
tréjkaty”.  Poczynajagc od wstepnych definicji po twierdzenie 1.34
wlacznie, réwnos$¢ oznacza przystawanie. (Jest to oczywiScie interpre-
tacja, bo literalnie nie ma u Euklidesa tego pojecia.) Do istotnej zmiany
znaczenia dochodzi natomiast w twierdzeniu 1.35:

Réwnolegloboki na tej samej podstawie i miedzy tymi samymi
roéwnoleglymi sa sobie réwne.

Wszystkim twierdzeniom Elementéw towarzysza diagramy i nie-
ktére dowody Euklidesa odnosza si¢ tylko do szczegdlnego uktadu
przedstawionego na rysunku. W twierdzeniu I.35 diagram wyglada tak:
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A D E F

Widzimy tu, ze réwnolegtoboki ABCD, EBCF nie s3 przystajace (w
tym celu wystarczy zauwazy¢, ze rownoleglobok ABCD moze by¢ np.
prostokatem), Euklides jednak twierdzi, Ze ,,s3 sobie réwne”.>

Dowdd jest nastepujacy: najpierw, na podstawie twierdzenia 1.4,
pokazuje si¢, ze trojkaty ABE i DCF sg réwne, a dalej, w kluczowym

momencie czytamy:

Odejmijmy od obu DGE. [1] Wéwczas pozostaje trapez ABGD
réwny pozostalemu trapezowi EGCF. [2] Niech do obu zosta-
nie dodany tréjkat GBC. Caly zatem réwnolegtobok ABCD jest
rowny catemu réwnolegtobokowi EBCF'.

Euklides nie ttumaczy na jakiej podstawie otrzymuje zdania [1],
[2]. Mozna przyjaé, ze chodzi tu odpowiednio o trzeci i drugi aksjo-
mat réwnosci, a wowczas tak zrekonstruujemy ten dowéd: Od réwnych
(przystajacych) trojkatéw ABE i DCF odejmujemy tréjkat DGE. Tra-
pezy, ktére zostana, ABGD i EGCF — nizej przedstawiamy je jako
zacieniowane — sg réwne (chociaz nie sg przystajace).

A D E F

SW internetowym wydaniu Elementéw diagramy sa aktywne i ABCD fatwo
moze przeksztalci¢ w prostokat; http://aleph0.clark.edu/ “djoyce/ java/ elements/ ele-
ments.html.
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Gdy do trapezéw dodamy tréjkat GBC, otrzymujemy tezg, tj. rownos¢
réwnolegtobokéw ABCD, EBCF.®

Twierdzenie 1.35 inicjuje seri¢ tez o figurach rownych a nieprzysta-
jacych, miedzy innymi te oto:

Tréjkaty na réwnych podstawach i miedzy tymi samymi réwno-
legtymi sa sobie réwne (1.38),

Gdy réwnoleglobok ma t¢ samg podstawe co tréjkat i jest mie-
dzy tymi samymi réwnoleglymi, to réwnoleglobok jest podwo-
jeniem tréjkata (1.41),

W danym kacie prostoliniowym skonstruowac réwnolegtobok
réwny danemu tréjkatowi (1.42).

Taka jest droga Euklidesa do twierdzenia méwiacego o réwnym
tréjkacie i prostokacie, twierdzenia, w ktérym nieréwne jest rowne.

Dla podsumowania tego watku wréémy do dowodu twierdzenia
1.35 i sp6jrzmy ponownie na krok [1]. Ten moment, gdzie to, co dla
zwyklego oka jest nieréwne zostaje uznane za réwne mozemy nazwac
metafizycznym poczatkiem geometrii, tu bowiem Euklides wykracza
poza zwykly oglad rysowanych figur.

4. Wskazemy teraz jeszcze jeden, nawet bardziej spektakularny przy-
ktad, w ktérym ,,réwne sg nieréwne”. Ot6z zwieniczeniem Ksiegi I jest
twierdzenie 47 (twierdzenie Pitagorasa):

W tréjkatach prostokatnych kwadrat na boku lezacym naprze-
ciw kata prostego jest réwny kwadratom na bokach obejmuja-
cych kat prosty.

A oto towarzyszacy mu diagram:

®David Fowler rekonstruuje twierdzenie 1.35 bez uzycia trzeciego aksjomatu réw-
nosci, a przy tym postuguje si¢ troche innym diagramem, ktéry bardziej przypomina
dowdd Hilberta (Hilbert, tw. 44) niz Euklidesa, Hilbert za§ w swojej teorii pola nie
przyjmuje trzeciego aksjomatu réwnosci. Zob. (Fowler, s. 10-11).
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H

W tym przypadku dwa kwadraty, GFBAi HACK (Euklides nazywa je
dwoma literami, odpowiednio GB i HC), sa réwne trzeciemu, BDEC.
Dowdd zas tak przebiega:

[...] tréjkat ABD jest rowny tréjkatowi FBC. 1 réwnolegtobok
BL jest podwojeniem tréjkata ABD. [...] I kwadrat GB jest po-
dwdjnym tréjkatem FBC. [...] Zatem réwnoleglobok BL jest
rowny kwadratowi GB. [...] Podobnie [...] mozna pokazac,
ze rownolegtobok CL jest réwny kwadratowi HC. Zatem caly
kwadrat BDEC jest rtéowny dwém kwadratom GB, HC.

Twierdzenie to w oryginalnej postaci brzmi dla wspéiczesnego czy-
telnika na tyle dziwnie, ze zwykle ttumacze dopowiadajg, iz chodzi tu
0 ,,sum¢ kwadratéw”. W istocie niewiele to zmienia, bo czy wiemy jak
sumowac kwadraty? Tym niemniej ta uwspdtcze$niona wersja bardziej
juz przypomina znang wszystkim, oswojona i nie budzacg zbednych do-
ciekliwosci postaé¢ AB?+ AC? = BC?; w tej interpretacji suma to zwy-
kle dodawanie liczb rzeczywistych, za§ AB? to nie kwadrat-figura, ale
kwadrat liczby rzeczywistej, to samo odnosi sie do AC? i BC2. Pojecie
liczby rzeczywistej jest jednak calkowicie obce matematyce greckie;j.
Tak to poplatane sg Sciezki dopowiedzen.
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Czy faktycznie dla zrozumienia twierdzenia 1.47 potrzebujemy in-
terpretacji az tak odlegtej od oryginatu? Mozna pokazad, ze na podsta-
wie twierdzenia .47 Euklides dopiero definiuje dodawanie kwadratéw,
ale to odwiodtoby nas daleko od uwag na temat réwnoSci, dlatego po-
zostajgc najblizej, jak to tylko mozliwe oryginalnego tekstu znajdujemy
w twierdzeniu 1.47 (a) réwnos¢ zachodzaca miedzy trzema przedmio-
tami, kwadratami GB i HC z jednej strony i kwadratem BDEC z dru-
giej, oraz (b) dowdd tego, ze to, co nieréwne, bo nieprzystajace, np.
kwadrat GB i prostokat BL, jest rowne — réwne w jakim§ przekracza-
jacym zmystowy oglad sensie.

4.1. Znamy wiele (blisko 400) dowodéw twierdzenia Pitagorasa
i mozna wydzieli¢ wsréd nich dwie zasadnicze grupy. Czg$¢ spro-
wadza si¢ do pomystowego podziatu kwadratéw na figury przystajace.
Roéwnos¢ oznacza wowczas w pierwszym rzedzie przystawanie, a dalej
,,Fownos¢ przez podzial”, sumowanie zas$ to ,,skfadanie”. Druga grupa
dowodéw oparta jest na jakiej$, zwykle niewyjawionej, teorii podo-
bieristwa i jakiejs, zwykle niewyjawionej, teorii pola, o ktérej wiadomo
tylko tyle, ze pole jest liczbg przypisywang figurze.” Dow6d Euklidesa
nie miesci si¢ w zadnej z tych dwu grup.

W Elementach teoria podobiefistwa jest rozwijana dopiero w Ksie-
dze VI1i zaklada juz to rozumienie réwnosci, w ktérym figury nieprzy-
stajace moga by¢ rowne. W punkcie wyjScia, w twierdzeniu VI.1 przyj-
muje sie, ze ,,tréjkaty na réwnych podstawach i migdzy tymi samymi
réwnoleglymi sg sobie réwne”. Spdjrzmy zreszta na diagram

E A F

7Zob. np. (Maor), (Jelenski).
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i odpowiedni fragment dowodu:

I skoro CB, BG i GH sa sobie réwne, to takze trdjkaty
AHG, AGB ABC sg sobie rowne.

Réwnos¢ jako przystawanie przekroczyt Euklides w twierdzeniu
1.35, a w twierdzeniu 1.47 wystepuje juz to szczegdlne rozumienie,
w ktérym ,,réwnolegtobok BL jest podwdjnym trdjkatem ABD”. 1 wla-
$nie tak rozumiana réwnos¢ jest interpretowana jako réwnosc¢ pol.

Fowler nie zauwaza, lub raczej nie docenia réznicy miedzy réw-
noscig jako przystawaniem i réwnoScia pol, i zestawia obok siebie do-
wody twierdzenia Pitagorasa oparte na tych r6znych pojeciach réwno-
§ci.> Wynika to stad, Ze nie chce on przyja¢ do wiadomosci, iz przy-
stawanie jest jednym ze sposobdéw rozumienia réwnosci, co z kolei tak
uzasadnia:

Réwnos$¢ zatem nie oznacza réwnosci liczbowej miary p6l i nie
moze oznaczaé przystawania. W istocie przystawanie nie wy-
daje si¢ by¢ w Elementach waznym pojeciem, gdyz Euklides nie
ma dla niego odrebnego stowa. Mogtoby si¢ wydawac¢, ze na-
ktadanie sie wystepujace w czwartym aksjomacie rownosci be-
dzie tu odpowiednim kandydatem, ale akurat ten fragment jest
najpewniej wstawka, p6Zniejszym dodatkiem [...] i Euklides nie
wykorzystuje go w sposéb systematyczny [...] (Fowler, s. 11).

Przede wszystkim powtérzy zatem: odréznienie réwnosci pol
i réwnosci jako przystawania jest oczywiScie interpretacja, ale nie ina-
czej przeciez postepuje Fowler w ksiazce The Mathematics of Plato’s
Academy, ktéra de facto jest po§wiecona utamkom taficuchowym w ma-
tematyce greckiej chociaz ani w Elementach, ani w matematyce grec-
kiej w ogéle nie wystepuje pojecie utamka taricuchowego.

Po drugie, zauwazmy, jakie mozliwosci rozpatruje Fowler: ,,row-
no$¢ liczbowej miary pol” i rownos¢ jako przystawanie. Widaé wiec,
ze nie uwzglednia on teorii pola rozwijanej bez pojecia liczby i miary.

W Grundlagen der Geometrie David Hilbert rozwija dwie teorie
pola wielokatéw. Pole nie jest wowczas ani miarg (odpowiednig funk-
cja), ani liczbg przypisang figurze, ale swoistag réwnoScig. Hilbert

8Zob. (Fowler, s. 20-21). Podobnie Joanna Swiderek, jak i wielu, wielu innych
autoréw, nie odréznia tych dowodéw, zob. (Swiderek, s. 30-31).
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wprowadza nawet dwa pojecia: ,,réwnos$¢ przez rozktad” i ,,réwnosé
przez uzupelnienie” i wykazuje przy jakich zalozeniach sg one réwno-
wazne.’ To wiasnie do tych koncepcji nawiazuja badacze odrézniajacy
dwa rozumienia réwnosci w Elementach. Takie rozréznienie oczywi-
$cie utatwia lekture i odczytanie warstwy matematycznej.'? Z filozo-
ficznego punktu widzenia kardynalne znaczenie ma natomiast to, ze
Euklides méwi po prostu o réwnosci prostokata i tréjkata, o réwno-
Sci prostokata i kwadratu. Przez wieki czytelnicy musieli sobie z tym
radzi¢ bez protezy pojecia ,,réwnosci pol”.

5. Przechodzimy do dialogu Menon. Passus 81e-85d to — jak podaje
Fowler — najstarsze, bezposrednie i tak obszerne §wiadectwo mate-
matyki greckiej; szacuje sie, ze dialog ten powstal w roku 385 p.n.e.
Przedstawiona tu lekcja geometrii ma byé w zamysle Platona dowo-
dem na to, ze wiedza jest przypominaniem. Sokrates zadajac pytania
prowadzi Niewolnika do konstrukcji kwadratu dwa razy wickszego od
danego kwadratu. ,,Bez nauczyciela, ale tylko dzigki stawianym pyta-
niom” Niewolnik wydobywa ,,swa wiedze sam z siebie”.

Zamyst filozoficzny dialogu wykracza daleko poza teori¢ wiedzy
i po wywodach matematycznych Sokrates szybko przechodzi do spraw
ostatecznych: skoro dla Niewolnika ,,prawdziwe mniemania obudzone
pytaniami staly si¢ wiedza, to jego dusza zawsze musiala miec¢ te wie-
dzg”, ,,zatem jesli prawda o istniejgcych rzeczach zawsze tkwi w naszej
duszy, nasza dusza winna by¢ nieSmiertelna”.

,Prawda o istniejacych rzeczach” to pewne twierdzenia o tréjkatach
i kwadratach. Przyjrzyjmy si¢ im z perspektywy réwnosci.

W fragmencie 81e-85d réwnos¢ wystepuje w dwoch watkach.
Pierwszy to ten, w ktérym Sokrates podpowiada Niewolnikowi, ze
przekatne kwadratu sa réwne i przecinaja si¢ w potowie:

Sokrates: (do niewolnika) Powiedz mi chtopcze, czy wiesz, ze
ta przestrzen jest czworokatem.

9Zob. (Hilbert, rozdz. IV); troche inng terminologie stosuje Hilbert w pierwszym
wydaniu Grundlagen (1899).

9Pewng trudnosé stanowi to, ze Hilbert nie wyjasnia czym jest dodawanie figur,
rozwigzanie Hartshorna polega zas na wypelnieniu tej luki pojeciami teoriomnogo-
Sciowymi.
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Niewolnik: Tak.

Sokrates: I ze ta czworokgtna przestrzefi ma cztery réwne linie?
Niewolnik: Z pewnoscia.

Sokrates: Tak samo te linie, ktére przechodza przez Srodek,
sg rowne?

Niewolnik: Tak (Menon, 82b-c).

Sokrates i Niewolnik z pewnoscig sg pochyleni nad kre§lonymi w pia-
sku liniami, a poczatkiem lekcji jest nie definicja i nie konstrukcja, ale
po prostu rysunek kwadratu.!!

IdZmy dalej, ,linie, ktére przechodza przez Srodek™ to zapewne
przekatne. Skad jednak Sokrates i Niewolnik wiedza, Ze s one réwne?
Dowdd nie jest tu oczywisty, ale gdy patrzymy na rysunek, to nawet
nie czujemy potrzeby dowodzenia. Podobne uwagi mozna odnies¢ do
sugestii, ze przekatne przechodzg przez ,.Srodek” — przez co chyba
nalezy rozumie¢ punkt przeciecia Srodkowych (linii faczacych Srodki
przeciwleglych bokéw). Dowdd nie jest oczywisty, ale gdy patrzymy
na rysunek, to nawet nie pojawia si¢ potrzeba dowodzenia.

I drugi, kluczowy dla wywodu matematycznego fragment, w kt6-
rym Sokrates podsuwa Niewolnikowi mysl, aby za bok szukanego kwa-
dratu obra¢ przekatng kwadratu danego:

Sokrates: Potrzebujemy za$ przestrzeni dwa razy wigkszej; pa-
mietasz?

Niewolnik: Jak najbardzie;.

Sokrates: Czy ta linia, przeprowadzona od jednego kata do dru-
giego nie dzieli powierzchni kazdego kwadratu na dwie réwne
czedci.

Niewolnik: Tak (Menon, 84e-85a).

Zdania te sg zwykle ilustrowane takim rysunkiem:

"Reviel Netz w paragrafie po§wigconym rysowaniu diagraméw pisze: ,,Rysowanie
na piasku moze wystepowaé w Menonie, w lekcji geometrii, chociaz wprost nie jest
to powiedziane” (Netz, s. 14). Dalej wskazuje na stowa Arystotelesa ,,tak jak w przy-
padku geometry, ktdry narysuje lini¢ na ziemi przyjmujac, Ze jest dluga na jedna stope¢”
(Metafizyka, 1078a) i sugeruje, ze moze to by¢ aluzja wlasnie do Menona.
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Caly ciezar przedstawionego wywodu spoczywa na stwierdzeniu, ze
przekatna dzieli kwadrat na dwie rowne czesci, co oznacza tu dwa
przystajace trojkaty. Skad jednak Sokrates i Niewolnik wiedzg, ze
odpowiednie tréjkaty sa przystajace? Wspotczesny czytelnik mogtby
przywotaé zasade bok-kat-bok (bok kwadratu-kat prosty-bok kwadratu)
i powiedzie¢, ze np. w systemie Hilberta jest to aksjomat. W starozyt-
nej Grecji po Euklidesie mozna by powota¢ si¢ na Elementy i twierdze-
nie 1.34.'2 W Menonie jednak jest to najwyrazniej prosta obserwacja
rysunku: Sokrates i Niewolnik po prostu widza, ze tak jest.
A jak odpowiednie fakty sg przedstawiane przez Euklidesa?

5.1. W Elementach juz samo istnienie kwadratu jest dowodzone, do-
ktadniej: w twierdzeniu 1.46 jest opisana konstrukcja kwadratu, w ktérg
zaangazowana jest cata machina dedukcyjna Euklidesa wraz z pewni-
kiem o prostych réwnolegtych.!3
Zobaczmy teraz, jak Euklides dowodzi, ze przekatna dzieli réwno-

legtobok na przystajace tréjkaty.

W réwnoleglobocznych figurach, boki i katy naprzeciwlegle

sa sobie réwne, a przekatna dzieli je na potowy (1.34).

12Lekcja geometrii z Menona byta po wielokroé komentowana, ale nawet autorzy
znajacy Euklidesa nie zestawiajq tego fragmentu z twierdzeniem 1.34; zob. np. (Gia-
quinto), (Klein, s. 99-107), (Norman, s. 54-55).

13Nie chcemy w tym miejscu wchodzié w uwagi o zalezno$ciach migdzy aksjoma-
tami, w szczeg6lnosci przy jakich warunkach z istnienia kwadratu wynika postulat
o prostych réwnolegtych, bo nie ma w Menonie najmniejszego Sladu znajomosci ja-
kichkolwiek aksjomatow.
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A B

Dowdd twierdzenia tak przebiega: Skoro AB i CD sa réwnolegle, to
katy ABC i BCD sa sobie réwne. Skoro AC i BD sa réwnolegle, to
katy ACB i CBD s3a sobie rowne. Dalej czytamy:
Tak wiec ABC, BCD s3a dwoma tréjkatami, w ktérych katy
ABC, BCA sg réwne odpowiednio dwém BCD, CBD i jeden
bok réwny bokowi, ten przy réwnych katach i wspdlny im, BC.
Zatem beda one miaty pozostate boki réwne odpowiednim po-
zostalym, i pozostaly kat pozostatemu.

Przedstawiony tu wniosek oparty jest na twierdzeniu 1.26. Dowéd
drugiej czesci twierdzenia kieruje nas ku samym podstawom systemu
Euklidesa. Czytamy:

Bo skoro AB jest rtéwny CD, za§ BC wspdlny, dwa AB, BC
sa odpowiednio réwne dwém CD, CB. 1 kat ABC jest réwny
katowi BCD. W ten sposéb podstawa AC jest réwna DB. I tréj-
kat ABC jest tez réwny tréjkatowi BCD. '

W ostatnich dwdéch zdaniach Euklides najwyrazniej odwoluje si¢
do twierdzenia 1.4, ktére brzmi:

Jezeli dwa tréjkaty maja dwa boki réwne odpowiednio dwém
bokom i kat ograniczony przez réwne linie proste réwny, to bede
one mialy tez podstaw¢ réwng podstawie i ten tréjkat bedzie
réwny tréjkatowi [...].

14Fragment . dwa AB, BC s3 odpowiednio réwne dwém CD i CB” tlumacze czgsto
oddaja w ten sposéb: ,.dwa AB, BC s3 odpowiednio réwne dwém DC i CB”, a wigc
w miejsce CD wstawiaja DC, czasami piszac nawet, ze w tekScie greckim jest ewi-
dentna pomytka. W istocie chodzi tu o to, czy Euklides odréznia, czy tez nie odréznia
odcinki CD i DC.



142 P10TR BrAszczyK, KAZIMIERZ MROWKA

Dowdd tego twierdzenia jest o tyle kontrowersyjny, ze pojawia si¢
w nim ruch, mianowicie:

Niech tréjkat ABC bedzie nalozony na tréjkat DEF, punkt A
pokryje si¢ z punktem D, a linia prosta AB z DE.

Dalsze wnioskowanie odstaje juz od rygoréw, ktére zwykliSmy przypi-
sywacé Euklidesowi. Dos¢ powiedzieé, ze w wyktadzie Hilberta twier-
dzeniu temu przyznano range aksjomatu, doktadniej: wprost z aksjo-
matu

Jezeli w tréjkatach ABC i A’B’C’ zachodza kongruencije
AB=A'B’, AC=A'C’, ZBAC=/B'AC,
to zachodza tez kongruencje
/ABC = /A'B'C’, /ACB=/A'C'B,

wyprowadza Hilbert twierdzenie odpowiadajace twierdzeniu 1.4
Elementow."

Te dwa momenty, tj. uzycie aksjomatu o prostych réwnolegtych
i twierdzenia 1.4, Swiadcza o tym, ze Euklidesa dowdd faktu, iz prze-
katna dzieli réwnoleglobok na réwne tréjkaty jest dalece niebanalny,
a przyjmujac wspotczesne rygory nawet nieckompletny. U Platona na-
tomiast odpowiedni fakt jest oparty na prostej obserwacji rysunku.
W tym jednym zestawieniu widzimy, jak r6zna jest matematyka Platona
i Euklidesa, jak kosmiczna wrecz odlegtos¢ dzieli oczywisto$¢ ogladu
dostepna Sokratesowi od dedukcji Euklidesa.'®

6. Wr6émy do Fedona i stéw:

15Zob. (Hilbert, aksjomat I11,5 i twierdzenie 12).

M. Giaquinto w (Giaquinto) przedstawia analizy, ktére mozna uzna¢ za fenome-
nologie oczywistoSci. Wzorem takiego oczywistego faktu matematycznego jest dlan
wlasnie twierdzenie z Menona, stanowiace ze przekatna dzieli kwadrat na réwne tréj-
katy. Gdy jednak oceniamy ten fakt z perspektywy Elementow, to okazuje sie, Ze jest
on dalece nieoczywisty.
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Skad wzieliSmy wiedze o tym? Przeciez nie z tych rzeczy, o kt6-
rych przed chwilag méwiliSmy, z kawatkéw drewna, kamieni i in-
nych przedmiotéw réwnych; nie z tych rzeczy pojawita si¢ w na-
szej mysli ta rzecz, ktdra si¢ od nich odréznia. [...] W takim
razie owe rzeczy rowne i réwnos¢é sama nie sg tym samym.

Przyjmijmy, Ze poczynajac od tego miejsca méwimy tylko o przed-
miotach matematycznych, o odcinkach, katach, tréjkatach, kwadratach,
a nie o kawatkach drewna, czy o kamieniach. Podazajac za Platonem
powiemy, ze idea réwnosci nie pojawita si¢ w naszej mysli z réwnych
odcinkéw, katéw, trojkatdw, czy kwadratéw. Pozostaje tylko pytanie,
ktéra idea — przystawania, czy rownosci p6l? Dla Platona ,,réwnos¢
sama’ to bez watpienia przystawanie. Tak wigc przystawanie nie tylko
wyprzedza poznawanie przystajacych figur, ale wyprzedza tez rownosé
rozumiang jako réwnos¢ pél.!”

CoS$ podobnego znajdujemy we wspélczesnej matematyce, gdzie
przystawanie odcinkéw i katéw jest pojeciem pierwotnym, a Hilbert
wrecz pisze:

,Odcinki sg wzgledem siebie w pewnej relacji, ktéra bedziemy

opisywaé stowami «przystawanie» lub «réwnosé»".!8

R6éwnos¢ pdl jest natomiast definiowana przez Hilberta i nie jest to
juz ,,réwnosé sama”, ale ,,ré6wnos$¢ przez rozktad”, albo ,,ré6wnos¢ przez
uzupelnienie”.

U Euklidesa jest inaczej. Zaréwno przystawanie, jak i rownos¢ pol
sa wyprowadzane z Poje¢ Wspdlnych i w tym sensie sa one réwno-
rz¢dne. Przypomnijmy:

Roéwne tej samej sa sobie réwne.

I gdy réwne sg dodane do réwnych, to catosci sg rowne.

I gdy réwne sg odjete od réwnych, to pozostatosci sg réwne.
I nakfadajace si¢ sg sobie réwne.

"W catym artykule staramy si¢ tak rekonstruowaé Platona rozumienie réwnosci,
aby bylo ono niezalezne od interpretacji jego ontologii. Stad daleko posunigta ostroz-
nos¢, czy wrecz drazniace niezdecydowanie wszystkich sformutowari odnoszacych si¢
do teorii idei.

18 Analogiczna definicja ze zwrotem ,,«przystajace» lub «réwne»” odnoszona jest do
katéw; zob. (Hilbert, §5). W pierwszym wydaniu Grundlagen (1899) w definicjach
tych stowo ,,réwno$¢” nie pada.
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W artykule przyjeliSmy, Ze aksjomat czwarty traktuje o przystawaniu
figur, o trzecim za$ pokazaliSmy, ze odgrywa znaczacg role w ustano-
wieniu rownosci pol.

7. 1jeszcze raz Fedon i zdanie, ktore ogniskuje cale napiecie miedzy
Platonem i Euklidesem. Tym razem podamy kilka réznych przektadéw:

Ryszard Legutko: ,,Czy réwne kawatki drewna lub kamienie,
pozostajac takie same, wydaja si¢ jednemu réwne, a innemu
nieréwne?”.

Wiadystaw Witwicki: ,,Czy kamienie réwne i kawalki drewna,
nieraz takie same, nie wydaja si¢ raz réwne, a raz nie?”.
Beniamin Jowett: Do not equal stones and pieces of wood, tho-
ugh they remain the same, sometimes appear to us equal in one
respect and unequal in another?”. (Czy nie jest tak, ze réwne
kamienie lub kawatki drewna, chociaz pozostaja takie same,
czasami wydaja si¢ nam réwne pod pewnym wzgledem i nie-
réwne pod innym?).

Emile Chambry: ,,N’arrive-t-il pas quelquefois que des pierres
égales, des morceaux de bois égaux paraissent, tout en étant les
meémes, tantot égaux, tantdt non?” (,,Czy nie zdarza si¢ czasem,
ze réwne kamienie, rowne kawatki drzewa wydaja si¢, bedac
takie same, raz réwne, to znowu nie?”).

I jeszcze przekiad mozliwie najblizszy greckiemu oryginalowi:

,,Przeto, czyz nie kamienie réwne i drzewa czasem bedac takie
same, raz réwne wydajq si¢, raz nie”.

W poprzednim punkcie, przyjmujac dwa rozumienia réwnosci, py-
taliSmy, ktdre jest pierwotniejsze i ustaliliSmy, ze rozumujgc w duchu
Platona przystawanie jest pierwotne, a réwnoS¢ pol jest, powiedzmy,
pojeciem pochodnym, u Euklidesa zas pojgcia te sg rownorzedne.

Podamy teraz nasza interpretacje, ontologiczny opis tej réznicy
stanowisk. W tym celu wykorzystamy pojecie aspektu, ktére w in-
nym miejscu zostato scharakteryzowane wtasnie jako kategoria onto-
logiczna.'®

19Zob. Blaszczyk, Analiza filozoficzna..., s. 351-371.
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Ot6z rozumujgc w duchu Platona réwno$¢ jako przystawanie jest
czym§ pierwotnym, idea, rownoS$¢ pdl natomiast wiaze si¢ z wy-
réznieniem aspektu, sposobu ogladania przedmiotu: mozna wprowa-
dzi¢, zdefiniowac pojecie pola figury, a nastepnie poréwnywac figury
z uwagi na pole. Aspekt przedmiotu matematycznego wiaze si¢ z teo-
rig, w ramach ktérej mozna przypisywac przedmiotowi wlasnosci, ale
same wlasnosci, jak i ich zakres zalezg od teorii. Dlatego wtasnie
mozna rozwijaé rézne teorie pola, jak chociazby te, ktére wskazat Hil-
bert. Przystawanie natomiast, ,,rowno$¢ sama’, rownosc ksztattow fi-
gury nie jest zalezna od jakiejkolwiek teorii. Krétko: réwnos$¢ sama
jest absolutna, réwnos$¢ pdl zwigzana jest z aspektem.

U Euklidesa i przystawanie i réwnos$¢ pdl zwigzane sg z aspek-
tem. O rownoSci pol powiedzieliSmy wyzej, a jak jest z przystawaniem,
o jaki aspekt i o jaka teori¢ moze tu chodzi¢? Przypomnijmy czwarty
aksjomat réwnosci: ,,I nakfadajace si¢ sa sobie rowne”. Idzie tu wiec
o teorig, w ktorej orzeka sie¢, jakim przeksztalceniom, jakim opera-
cjom mozna poddawaé figury bez zmiany ksztaftu, o teorie, w mysSl
ktérej jeden trojkat przesuwany i ,,nakladany” na drugi ,,pozostaje taki
sam”. Teoria ta stoi w tle dowodu twierdzenia 1.4, a dzisiaj ma swdj
odpowiednik w pojeciu grupy przeksztatcen zachowujacych odlegto-
Sci, ktéra czasami jest nawet nazywana grupg euklidesowa.
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SUMMARY
BETWEEN OBVIOUSNESS AND DEDUCTION. EUCLID AND
PLATO ON EQUALITY

We confront Plato’s understanding of equality in geometry with that of
Euclid. We comment on Phaedo, 74b-c, Meno, 81e-85d and Elements, Book
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I. We distinguish between two meanings of equality, congruence and equal-
ity of the area, and show that in Plato equality means congruence. In Euclid,
starting with the first definitions until Proposition 1.34, equality means con-
gruence. In the proof of Proposition 1.35 equality gains a new meaning and
two figures that are not congruent, and in this sense unequal, are considered
to be equal. While Plato’s geometry is based on self-evident facts, Euclid’s
geometry rests on deduction and the axioms that are by no means self-evident.
However, the shift of meaning from congruence to equality of the area can be
substantiated by reference to Euclid’s axioms of equality. Finally, we present
an ontological interpretation of the two attitudes to equality that we find in
Plato’s and Euclid’s writings.



