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Niniejsza, dwuczesciowa praca! poswiecona jest problemowi sta-
tusu dowodu matematycznego, i w szczeg6lnoSci prébie zrozumie-
nia zalezno$ci mig¢dzy algorytmicznym (formalnym) a semantycznym
(,,ideowym”) charakterem dowodéw matematycznych. Owe zalezno-
$ci stara si¢ wyjasni¢ Azzouni w ramach swojej koncepcji derivation-
indicator view [Azzouni 2004]%. Choé¢ w mojej ocenie nie stanowi ona
trafnego wyjasnienia owych zaleznosci, moze jednak stanowic ciekawy
punkt wyjscia do dyskusji.

Pierwsza czg$¢ poSwiecona jest wprowadzeniu w problematyke
i prezentacji koncepcji Azzouniego. Druga cze$¢ poSwiecona jest bar-
dziej szczegblowej analizie problemu — w szczegdlnosci tez analizie
koncepcji Azzouniego.

1. ASPEKTY DOWODOW MATEMATYCZNYCH

Jest bezzpornym faktem, ze w dowodzeniu twierdzen (w taki spo-
sob, jaki znamy ze zwyklej praktyki matematycznej) podstawowa role

! Artykut zostat napisany w ramach grantu N N101 094136.
Nie znalaztem zgrabnego polskiego ttumaczenia, dlatego pozostang przy orygi-
nalnym okre§leniu.
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odgrywa rozumienie poje¢ matematycznych i uchwycenie relacji mie-
dzy nimi. Przy opisie dowodéw, postugujemy si¢ takimi pojeciami jak
idea dowodu, méwimy o tym, ze dowdd wyja$nia interesujace nas zja-
wiska, lub ze jedynie wykazuje pewien fakt, pozostawiajac uczucie po-
znawczego niedosytu. Nierzadko zdarza si¢, ze dopiero jaki§ nowy
dowdd juz znanego twierdzenia pozwala na zrozumienie wszystkich
zalezno$ci — powiemy wtedy, zZe jest gleboki, w przeciwienstwie do
wczedniejszych (ktére okreslilibySmy mianem np. sitowych czy tric-
kowych). Matematycy mowig nawet o estetycznych warto$ciach dowo-
déw. Nie mozemy tez pomijac¢ zjawisk o charakterze psychologicznym,
jakie towarzysza matematykowi przy dowodzeniu twierdzefi — za-
réwno przy tworzeniu wlasnych dowodéw, jak i przy Sledzeniu cudzych
(swoiste ,,0l$nienie”, nagle uchwycenie gtéwnej idei dowodu, przeta-
manie poznawczej bariery — takie doSwiadczenia sg udziatem kaz-
dego, kto ma do czynienia z matematyka). Nieco gérnolotnie mozna
powiedzied, ze nierzadko matematycy dokonujg swoistej kontemplacji
dowodoéw, dzigki ktérej owe dowody odkrywaja pewne ukryte, gtebokie
znaczenia i tresci, idee czy koncepcje. Nie chodzi przy tym o $ledze-
nie szczeg6téw technicznych (takich jak np. to, czy ciag oszacowan,
przy ktérym 25 razy zastosowano nieréwnos¢ Holdera jest poprawny),
ale raczej o akty — mozna rzec — ,,wgladu w istote dowodu”. W ta-
kim obrazie, podstawg dowodzenia (i tym samym transferu prawdy od
zatozefi do twierdzen) sg intelektualne akty — a kluczem do zrozumie-
nia natury dowodu matematycznego jest wyjasnienie semantyki pojeé
matematycznego dyskursu.

Z drugiej jednak strony, istotng cechag dowodéw matematycznych
jest ich formalizowalno$¢. Znane z praktyki dowody sformutowane sg
w ,,naturalnym jezyku matematycznym”, bedagcym swoistg mieszaning
jezyka symbolicznego i formalnego — jesteSmy jednak przekonani, ze
dowody matematyczne dajg si¢ sformalizowa¢ (a rama takiej forma-
lizacji wyznaczona jest najczesciej przez teorie mnogosci’). Dowdéd

30czywiscie, w wielu przypadkach mozemy uzy¢ systeméw znacznie stabszych,
np. réznych wersji arytmetyki, albo wprost zaksjomatyzowac interesujaca nas teorie.
Mozemy tez zastanawiaé si¢ nad teoriokategoryjnymi podstawami dla matematyki. Te
szczegobly nie sa tu istotne — dla naszej dyskusji wazny jest sam fakt istnienia forma-
lizacji.
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matematyczny (w swej wyidealizowanej wersji) w takim ujeciu jest
wlasnie ciggiem napiséw, skonstruowanym zgodnie z pewnymi formal-
nymi regutami. W systemach sformalizowanych mamy zawsze dang li-
ste aksjomatéw (prawd pierwotnych) oraz regut wnioskowania, za po-
mocg ktérych mozemy wyprowadza¢ wnioski z danego zbioru zdan.
Aksjomaty maja oczywiscie swojg interpretacje, ale mozna na nie pa-
trzeé réwniez jak na czysto formalne napisy, abstrahujac od ich tresci®.
Zamiast méwi¢ o prawdach pierwotnych, bedziemy méwié¢ o napisach
wyjsciowych, za$§ o regutach wnioskowania bedziemy myslec jako o re-
gulach tworzenia nowych napiséw (a nie jako o regutach ,transmisji
prawdy od zatozeri do wnioskéw”’). Dowody matematyczne, sformali-
zowane np. w teorii mnogo$ci mozemy traktowac jako ciagi takich na-
piséw, utworzonych zgodnie z pewnymi czysto formalnymi regufami.
Mozliwe jest wowczas ich zakodowanie w taki sposdb, aby mogly stad
si¢ przedmiotem komputerowej obrébki (w szczeg6lnosci mozemy my-
Sle¢ wowczas o komputerowym dowodzeniu twierdzerl). Rzecz jasna,
komputer nie wiaze z przetwarzanymi przez siebie symbolami (na po-
ziomie maszynowym reprezentowanymi przez ciggi zer i jedynek) zad-
nych tresci®.

Rozw6j logiki formalnej dostarczyt silnych narzedzi do analizy
wnioskowari matematycznych, umozliwiajac stworzenie ogélnego mo-
delu (i zrozumienie istotnych aspektéw tych wnioskowari). W szczegol-
nosci mozliwe byto sformutowanie Scistej definicji dowodu matema-
tycznego, jako ciggu formut spetniajacych pewne warunki formalne®.

“Np. aksjomat istnienia zbioru pustego to napis AxV¥y(—y € x). Aksjomat istnienia
sumy zbioréw to napis: VxVydzVi(t €z & (t € x V t € y)), etc.

SKomputer sprawdzajgcy poprawno$¢ dowodu formalnego nie wigze z symbolem
=" zadnych intuicji; podobnie, nie ,,zastanawia si¢”’ nad tym, jaka jest interpretacja
znakéw ,,3” czy ,,¥” — ,,wie”’ natomiast, Ze np. zamiast napisu ,,—Y-x" moze wstawic¢
napis ,,3x”.

Znana z elementarnego kursu rachunku zdaf definicja dowodu formuty 8 na pod-
stawie zatozen A wyglada nastepujaco: dowdd to skoriczony ciag formut ay,...a,,
taki, ze @, = (3, oraz dla kazdej z formut zachodzi jeden z dwéch faktow: (1) o, € A
lub (2) istniejg formuly a;, o}, takie, Ze 7, j < k oraz a; jest postaci a; = a; (czyli albo
korzystamy z zatoZen, albo z reguly odrywania). Jest to definicja czysto formalna,
i przy sprawdzaniu czy dany ciag formut klasycznego rachunku zdan jest dowodem
formalnym, w ogdle nie musimy zastanawia¢ si¢ nad tym, co wlasciwie znaczy sym-
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O tym czy dowdd jest poprawny decydujg wytacznie kryteria o cha-
rakterze syntaktycznym’. Przy analizie teoriodowodowej abstrahujemy
od problemu interpretacji, czy rozumienia treSci dowodu, traktujac go
czysto formalnie. Nie interesujg nas przy tym ograniczenia praktyczne
(wigzace si¢ np. z dlugoscig naszego zycia). Stwierdzenie, Ze naj-
krétszy dowdd pewnego twierdzenia @ w pewnej teorii 7 ma dlugosé
1010000000 1y oczywiscie charakter czysto teoretyczny — mowa jest tu-
taj jedynie o (potencjalnym) istnieniu takiego dowodu, a nie ze taki do-
wod zostat faktycznie kiedy$ przez kogo$ sformutowany (ani tym bar-
dziej, ze mozliwa jest jego graficzna reprezentacja w postaci wydruku).
Nie interesuje nas rowniez to, czy dowdd formalny mdglby by¢ faktycz-
nie przez kogo§ przeprowadzony, ani nawet to, czy matematyk, kt6-
remu taki dowdd zostatby zaprezentowany, poczulby sie przekonany.
Aspekty semantyczne sg tu nieobecne.

Traktowanie dowodu matematycznego jako dowodu formalnego
jest odlegte od praktyki matematycznej. Dowody, z jakimi si¢ spoty-
kamy w praktyce (na referatach czy w publikacjach) maja oczywiscie
Scisty i precyzyjny charakter, ale nie sa dowodami formalnymi w ta-
kim sensie, jak to rozumie teoria dowodu®. Zaden matematyk nie pi-
sze swoich prac w postaci ciggu formut jezyka formalnego (np. jezyka
ZFC)°. Byloby to z praktycznego punktu widzenia niewykonalne (za-
standwmy sie, jaka dlugo$¢ miatyby dowody, ktére w swojej zwyklej
wersji majg kilkadziesiat — czy nawet kilkaset stron!) — ale przede

bol ,,=”. W przypadku innych systeméw formalnych definicja bedzie inna (niekiedy
dowodem moze by¢ drzewo, niekiedy 6w ciag moze by¢ ciagiem pozaskoriczonym) —
jednak zasadnicza idea jest wspdlna.

"Kiedy definiujemy 6w jezyk formalny, musimy opisa¢ jednoznacznie klasg po-
prawnych wyraze, klas¢ aksjomatéw i zestaw dopuszczalnych regut dowodzenia.

8Teoria dowodu nie stawia zreszta sobie zadania, aby opisa¢ praktyke matema-
tyczng — jej przedmiotem zainteresowania sag dowody w teoriach sformalizowanych,
a nie opis tego, jak dowodza twierdzenia specjalisci z zakresu np. topologii rézniczko-
wej (np. jak wyglada dowdd hipotezy Poincare podany przez Perelmana — i czy jest
poprawny).

“Mam tu na mysli zwyklg praktyke matematyczng: matematykéw zajmujgcych sie
np. teorig réwnan rézniczkowych, kombinatoryka, topologia etc. W przypadku badari
dotyczacych automatycznego dowodzenia twierdzeri oczywiscie taka formalizacja jest
dokonywana.
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wszystkim zbedne. Z dokonaniem takiej formalizacji nie wigzalaby si¢
zadna korzy$¢ poznawcza; co wigcej z punktu widzenia komunikowa-
nia treSci matematycznych, taka nadmierna formalizacja bytaby wrecz
szkodliwa. Mozna przypuszczaé, ze zaden specjalista od np. topolo-
gii r6zniczkowej nie bylby w stanie rozpozna¢ nawet swojego wlasnego
dowodu po ,,przettumaczeniu” go na jezyk ZFC'?. Z punktu widzenia
owego specjalisty fakt, ze jaki§ dow6d geometryczny (np. dowdd hi-
potezy Poincare) zostal formalnie zrekonstruowany w ramach ZFC nie
jest faktem interesujagcym — specjalista 6w co najwyzej pokiwa gltowg
w zadumie, ze oto ludzie (by¢ moze doda tu kpiaco: o mentalnoSci bu-
chalteréw a nie matematykdéw...) traca energie na przerabianie dobrych
dowodoéw, zamiast zajac sie rozwigzywaniem problemdéw, tworzeniem
nowych idei, wymys$laniem nowych technik i poje¢. Formalna rekon-
strukcja dowod6w lezy poza zasi¢giem zainteresowania topologii r6z-
niczkowej. Gdyby nawet owym topologom oznajmiono, ze mimo wie-
loletnich préb nie udato si¢ poda¢ formalizacji dowodu hipotezy Poin-
care w jezyku ZFC, to nie uznaliby tego faktu za kiopotliwy z punktu
widzenia ich dyscypliny. Co wiecej, nawet gdyby si¢ okazato, ze praw-
dopodobnie taka formalizacja nie jest mozliwa (albo ze komputerowa
weryfikacja dowodu jest praktycznie niewykonalna), specjalisci bynaj-
mniej nie uznaliby tego faktu za katastrofalny. Powiedzieliby raczej,
7e z punktu widzenia topologii rézniczkowej problem jest rozwigzany,
a dowdd dobry — a to, ze nie da si¢ go zrekonstruowaé w pewnej okre-
$lonej notacji to juz nie ich problem. Zadaniem topologii réZniczkowe;j
jest bowiem zdobywanie nowej wiedzy na temat rozmaitosci r6znicz-
kowalnych, a nie zapisywanie (w pelni satysfakcjonujacych) dowodéw
w sztucznej notacji wymyslonej przez logikéw!!.

107 jego punktu widzenia, ttumaczenie dowodu na jezyk ZFC przypominatoby ttu-
maczenie na chifiski — zidentyfikowanie odpowiednich miejsc pierwotnego dowodu
w owym ciggu symboli wymagatoby ogromnego (i zbednego...) wysitku.

Jako ciekawostke mozna tu przytoczy¢ podang przez Mathiasa w pracy [Mathias
2002] rekonstrukcje definicji liczby 1 w systemie Bourbakiego. Okazuje sie, Ze sto-
sowny term miatby dlugos$¢ 4 523 659 424 929 znakéw. Nic wiec dziwnego, Ze idea
pelnego formalizowania rozumowan matematycznych napotyka opér matematykow...
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Mamy zatem niejako dwie wizje dowodéw matematycznych, ktére
moga by¢ punktem wyjscia dla dalszych analiz:

(1) Dowodzenie matematyczne stanowi swoista aktywno$¢ inte-
lektualng, ktéra nie jest skrepowana warunkami czysto formalnymi.
Sama warstwa formalna (czy nawet jezykowa) jest mniej istotna.
Kluczowe dla matematyki jest przekazywanie pewnych tresci, idei,
intuicji — a nie formalizacja. Dowodzenie stanowi raczej ciag
aktéw intelektualnych, a nie przeksztalceii formalnych. Mozna
powiedzie¢, ze z tego punktu widzenia, dowodzenie to operacje na
pojeciach (zas$ aspekty semantyczne maja charakter nieredukowalny)'?.

(2) Dow6d matematyczny to formalny konstrukt, ktérego seman-
tyczne aspekty s nieistotne — liczy si¢ tylko zgodnos¢ z formalnymi
regutami. Fakt, ze matematycy wiaza z owymi dowodami pewne
tre$ci jest pewnym (by¢ moze skadinagd ciekawym) zjawiskiem
psychologicznym, jednak nie ma ono zadnego znaczenia w dyskusji
filozoficznej. W takim ujeciu winniSmy traktowaé dowdd jako operacje
na niezinterpretowanych symbolach.

Historycznie pierwotne jest stanowisko (1), jednak w matematyce
nowozytnej nastgpila swoista ewolucja od rozumienia (1) w kierunku
rozumienia (2). W kolejnym akapicie krétko przedstawi¢ pewne watki

historyczne, co pozwoli na lepsze ukazanie problemu'.

12W ostatnich latach ukazuje si¢ coraz wiecej prac, ktére podejmujg problem dowo-
déw matematycznych z tego wlasnie punktu widzenia (a nie z punktu widzenia formal-
nej teorii dowodu), por. np. [Panza 2003], [Bassler 2006], [Rav 1999], [Rav 2007],
[Dawson 2006], [Fallis 2003]. Za$ za swoistego prekursora tego sposobu myslenia
mozna uznaé Lakatosa i jego klasyczne juz dzi§ Dowody i refutacje ([Lakatos 1976]).

3Nie jest moim celem historyczna prezentacja. Bardziej szczegStowe oméwie-
nie owej ewolucji historycznej (z uwzglednieniem roli Kartezjusza, Berkeley’a, Pe-
acocka, Heinego, Thomae, Fregego i innych myslicieli), Czytelnik znajdzie w [Detle-
fsen 2005], a takze w [Wéjtowicz 2007a, 2007b].
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2. WATKI HISTORYCZNE

Paradygmatycznym reprezentantem pogladu (1) byl Kartezjusz,
ktory uwazal metode matematyczng za swoisty wzor racjonalnego my-
Slenia, bynajmniej nie traktujac jednak rozumowarn matematycznych
czysto formalnie. Podkreslal, ze podstawa naszego poznania jest zdol-
no$¢ do ujmowania w czysto intelektualnych aktach pewnych podsta-
wowych prawd w jasny i wyrazny sposéb'®. Jasne i wyrazne widzenie
jako kryterium wiedzy stosuje si¢ oczywiScie réwniez do matematyKki.
Odwolania do intuicji wystepuja jednak nie tylko w przypadku uznawa-
nia podstawowych prawd; musimy z niej korzysta¢ takze w rozumowa-
niach, intuicyjnie postrzegajac prawomocnos¢ kazdego kroku dowodo-
wego: ,,owa oczywisto$¢ i pewnos$¢ intuicji wymagana jest nie tylko dla
samych wypowiedzi, ale takze dla jakichkolwiek rozumowan... Zda-
nia [...]Jpoznaje si¢ [...]Jjuz to przy pomocy intuicji, juz to przy pomocy
dedukcji; same za$ pierwsze zasady tylko przy pomocy intuicji; nato-
miast ich odlegte wnioski jedynie przy pomocy dedukcji” [Descartes
1958, 13-14]. Z punktu widzenia koncepcji Kartezjusza, rozumowanie
matematyczne stanowi proces tre§ciowy, oparty na naszym rozumie-
niu pojeé, a nie na formalnych wlasnosciach systeméw symbolicznych.
Zdaniem Kartezjusza (i zwolennikéw pogladu tre§ciowego) o prawo-
mocnosci dowodu decyduje wiec — moéwiagc skrétowo — tresé, a nie
forma.

Jednak ten spos6b mySlenia w matematyce nowozytnej stopniowo
zaczal ustgpowaé nowemu ujeciu, w mysl ktérego wyznacznikiem po-
prawnos$ci dowodu przestawato by¢ jego intuicyjne rozumienie, a sta-
wala sie¢ nim zgodno$¢ z pewnymi okre§lonymi formalnie regutami.
Ten poglad w jasny spos6b wyartykutowat (i w pewnym stopniu takze
wcielit w czyn) Moritz Pasch (nazywany bywa on ,,0jcem $cistoSci

4Podstawowe czynnosci naszego umystu, za pomocag ktérych ,,mozemy nie obawia-
jac sie omylki dojs¢ do poznania rzeczy” [Descartes 1958, 12] to intuicja i dedukcja.
Intuicje Kartezjusz okresla jako ,,nie zmienne §wiadectwo zmystéw, lub zwodniczy
sad Zle tworzacej wyobraZni, lecz tak tatwe i wyraZne pojecie umystu czystego i uwaz-
nego, ze o tym, co poznajemy, zgola juz watpi¢ nie mozemy, lub, co na jedno wychodzi,
pojecie niewatpliwe umystu czystego i uwaznego, Ze o tym, co poznajemy, zgota juz
watpi¢ nie mozemy” [Descartes 1958, 12].
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w geometrii”)!®. W pracy Vorlesungen iiber neuere Geometrie (1882)
Pasch podat aksjomatyczne sformutowanie geometrii i sformutowat ja-
sne kryterium metodologiczne dotyczace poprawnosci dowodéw geo-
metrycznych:

Jesli geometria ma naprawde by¢ nauka dedukcyjna, proces
wnioskowania musi we wszystkich fragmentach by¢ niezalezny
od znaczenia poje¢ geometrycznych, podobnie jak musi by¢ nie-
zalezny od diagraméw; pod uwage moga by¢ brane jedynie rela-
cje wyrazane w twierdzeniach i definicjach. W czasie wniosko-
wania jest uzyteczne i dopuszczalne, ale nie konieczne myslenie
o znaczeniach terminéw; faktycznie, jesli jest to konieczne, to
w ten spos6b widoczna staje si¢ niepoprawno$¢ dowodu [Pasch
1882, 98] (cyt. za [Detlefsen 2005, 250-251]).

Warunkiem pelnej Scistosci dowodu jest wigc uwolnienie go od
wszelkich elementéw wyobrazeniowych, pogladowych, co stanowi po-
stulat utrzymany w catkowicie ,,antykartezjariskim” duchu. Z punktu
widzenia $cistodci dowodu, ,tre§ciowa kontrola”, oparta na odwotaniu
si¢ do intuicji, nie ma najmniejszego znaczenia. Dowdd geometryczny
mozemy traktowac w czysto formalny sposéb, podobnie jak przeksztat-
canie wyrazen algebraicznych zgodnie z pewnymi regutami. Za$ fakt,
ze w jakim§ dowodzie musimy odwota¢ si¢ do intuicji, Swiadczy po
prostu o tym, ze jest tam luka.

Grundlagen der Geometrie (1899) Hilberta utrzymana jest w du-
chu realizacji sformutowanego przez Pascha programu formalizacji do-
wodéw geometrycznych i uwolnienia ich od elementéw intuicyjnych
i wyobrazeniowych. Hilbert postugiwat si¢ technikami geometrii ana-
litycznej, interpretujac terminy geometryczne (takie jak prosta, punkt,
ptaszczyzna etc.) w terminach liczb. W Grundlagen der Geometrie
Hilbert podal model nie tylko dla klasycznej geometrii, ale takze dla
szeregu jej wariantow (w ktérych odrzucano poszczegdlne aksjomaty
geometryczne). W ten sposob wykazat, iz aksjomaty te sa od siebie

15Wazng rolg odegrat tu rozwéj algebry, w ktérej dokonywano czysto symbolicznych
operacji na wyrazeniach matematycznych (wykorzystujac np. jednostke urojona, ktérej
nie nadawano realistycznej interpretacji).
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niezalezne. OczywiScie w takim ujeciu nie jest konieczna zadna wi-
zualizacja, ani odwolywanie si¢ do intuicyjnych wyobrazen. Intuicja
moze odgrywac role pomocnicza, heurystyczna, inspirujacg — ale nie
ma znaczenia z punktu widzenia samego problemu poprawnosci do-
wodu. Geometria w takim ujeciu sta¢ si¢ miala nauka formalng i $cistg
— a gwarancjg dla tej ScistoSci miato by¢ wtasnie sformutowanie kata-
logu regut dowodowych o czysto syntaktycznym charakterze. Usuwajg
one watpliwosci i ewentualne luki dowodowe, pozwalajac na uzyskanie
pewnosci'®. Ten postulat poszukiwania $cistosci i pewnosci (bedace —
mozna rzec — wyrazem swoistej tesknoty za punktem Archimedeso-
wym w matematyce) stanowi dla Hilberta motywacje przy formuto-
waniu jego stynnego programu — programu poszukiwania mozliwie
bezpiecznych i niekontrowersyjnych podstaw dla matematyki.

O procesie odchodzenia od kartezjanskiego, ,,treSciowego” ujecia
dowodu matematycznego tak pisal Hahn:

Poniewaz intuicja okazata si¢ zwodnicza w tak wielu przypad-
kach i poniewaz twierdzenia akceptowane na mocy intuicji oka-
zywaly si¢ falszywe (na mocy wnioskowania logicznego), ma-
tematycy stawali si¢ coraz bardziej sceptyczni w odniesieniu do
intuicji. Uznali, ze nie jest rzecza bezpieczng opieranie jakie-
gokolwiek stwierdzenia matematycznego [...] na intuicyjnych
przekonaniach. Pojawito si¢ dazenie do wyeliminowania in-
tuicji z rozumowan matematycznych i catkowitej formalizacji
matematyki. [...] [K]azde nowe pojecie matematyczne miato
by¢ wprowadzane przez czysto logiczne definicje; kazdy mate-
matyczny dowdd przeprowadzany za pomocg czysto logicznych
srodkéw [Hahn 1980, 93].

Dzi§ przekonanie, iz matematyka poddaje si¢ formalizacji (i ze —
co wiecej — owa formalizacja stanowi niejako gwarancj¢ metodolo-

16Nie znaczy to jednak bynajmniej, ze w takim ujeciu matematyka ma zostaé spro-
wadzona do czysto formalnej, pozbawionej interpretacji gry symboli. Nie bierze si¢
przeciez ona znikad, odzwierciedla ona reguly. Hilbert podkresla, ze reguly naszego
mysSlenia tworza system, ktory jesteSmy w stanie odkry¢ i precyzyjnie opisaé. Zada-
niem badari logicznych ma by¢ ,.,stworzenie protokotu regul, zgodnie z ktérymi prze-
biega nasze myslenie. Myslenie, tak si¢ sktada, przebiega réwnolegle do méwienia
i pisania: tworzymy wypowiedzi i umieszczamy je jedna za druga.” [Hilbert 1928,
475].
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gicznej poprawnosci) wydawac sie nam moze oczywiste, ale przeciez
poglad ten jest w refleksji nad matematyka obecny od niezbyt dawna'”.
Zauwazmy tez, ze nasze przekonanie o zasadniczej formalizowalnoS$ci
dowod6éw matematycznych opiera si¢ na swoistej indukcji przyrodni-
czej: wiele dowoddéw dalo si¢ sformalizowac, a wigc jesteSmy przeko-
nani, ze akceptowalne w matematyce metody argumentacyjne nie wy-
kraczaja poza np. ZFC!8. Jest to jednak — do pewnego stopnia — akt
wiary, a pytanie o zalezno$ci miedzy realnymi dowodami matematycz-

nymi, a ich wyidealizowanymi wersjami pozostaje aktualne.

3. DOWODY REALNE A IDEALNE

Nie ulega watpliwosci, ze réwniez w dowodach realnych obecny
jest element czysto formalny (kiedy np. konieczne jest przeprowadze-
nie kilku stron zmudnych przeksztalcen algebraicznych). Z drugiej jed-
nak strony nie ulega watpliwosci, ze dowody realne nie sg sformalizo-
wane, za$ eksperci wydaja pozytywny werdykt akceptujac dany dowéd
kiedy poczuja si¢ przekonani, a nie kiedy zobacza w pelni sformali-
zowana wersje owego dowodu. Kluczowy jest tu moment zrozumie-
nia idei, przewodniego watku, zasadniczej metody dowodu i akceptacja
owego dowodu (w szczegdlnosci tez poszczegdlnych krokéw dowodu)
w akcie intelektualnym. Wszak sformutowanie jezykowe, uzupelnia-
nie szczeg6tdw dowodu czesto przychodzi znacznie pdzniej, u Zrédla
mamy bowiem 6w przebtysk idei, a nie badanie formalnych ciagéw

"Barwise pisze iz ,,pomyst, aby rozumowanie moglo zosta¢ w jaki$ sposéb zredu-
kowane do postaci czysto syntaktycznej w pewnym formalnym, sztucznie skonstru-
owanym jezyku jest stosunkowo nowym pomysiem w historii matematyki. Wyrasta
w programu Hilberta. Dowody matematyczne istnialy przez tysiace lat zanim pojawili
si¢ logicy i zmatematyzowali to pojecie.... O zadnym systemie nie mozna powiedzie¢,
Ze to wlasnie on jest tym rzeczywistym pojeciem dowodu, poniewaz istnieja niekon-
czace si¢ warianty... One wszystkie nie mogg by¢ rzeczywistym pojeciem dowodu...
istnieja dobre dowody, ktére nie sa modelowane w zadnym wspélczesnym systemie
dedukcyjnym”. [Barwise 1989], (cytat za [Rav 2007, 302]).

18Nalezy tu jednak dodaé, ze takze wspélczesnie (zwlaszcza w przypadku matema-
tyki stosowanej) mozna wskazac sytuacje, kiedy postugujemy si¢ narzedziami w spo-
s6b — moéwiac zartobliwie — nielegalny. Przyktadem moze by¢ funkcja ¢ Diraca,
ktérg fizycy postugiwali si¢ zanim zostala opracowana jej $cista teoria matematyczna.
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symboli. Czesto przeciez zdarza si¢, ze matematyk juz wie, jak ma
wyglada¢ dowdd, jaki jest jego schemat, i jest przekonany o popraw-
nosci owego dowodu — cho¢ by¢ moze jeszcze nie jest w stanie go
zapisaé, i czeka go zmudne zadanie uzupetniania szczegétéw (wtdrne
w stosunku do uchwycenia gtéwnej idei). Pojawia si¢ pytanie, na jakiej
podstawie matematyk podejmuje decyzje o uznaniu dowodu za dobry
— i jaki zwigzek ma ta jego decyzja z istnieniem (potencjalnej) sfor-
malizowanej wersji dowodu?

W procesie dowodzenia kluczowe sg przejscia od akceptacji zdania
@ do akceptaciji kolejnego zdania 3'°. Nie ulega przy tym watpliwosci,
7e na poziomie naszych §wiadomych aktéw intelektualnych nie rozkta-
damy takich przejs$¢ na elementarne operacje w rachunku formalnym —
matematyk takiej formalizacji najczeSciej nie zna, a niekiedy w ogéle
nie ma Swiadomosci jej (potencjalnego) istnienia. Stosunkowo proste
przejscie dowodowe, ktére matematyk uzna za zasadne (Sledzac dowod
hipotezy Poincare’go), po sformalizowaniu moze zaja¢ 20 stron prze-
ksztatcenn formut ZFC. Akceptacja nowego zdania nie ma przy tym na
0g6t prostej liniowej struktury: owo przejscie do nowego przekonania 8
nie nastepuje w wyniku analizy samego tylko poprzednika «, ale raczej
w wyniku swoistego cato$ciowego ogladu wiedzy w danym momencie,
w ktorej zdanie @ stanowi jedynie jeden z elementéw. Role odgrywa
tu wigc — méwigc swobodnie — caly ,,pakiet” przekonan matematyka
na temat przedmiotu jego badafi. Owo przejscie od @ do 8 odbywa si¢
w kontekscie pewnej ,,wiedzy tla”.

Z czysto formalnego punktu widzenia, opis owej ,,wiedzy tla” zdaje
si¢ by¢ klarowny: sktada si¢ ona po prostu z przyjetych na poczatku ak-
sjomatow i juz udowodnionych zdafi. Nie opisuje to jednak realnych
proceséw dowodzenia; w kazdym razie nie w planie psychologicznym.
Z kolei w ujeciu intuicyjnym (,,kartezjariskim”) w dowodzeniu mamy
do czynienia z aktami intelektualnymi, ktére daja nam wglad w praw-
dziwos¢ zdan matematycznych (i prawomocno$¢ krokéw we wniosko-
waniu). Naturalne staje si¢ pytanie, na jakim poziomie pojawia si¢
taka zdolno$¢, jakiego typu akty sa faktycznie elementarne (niereduko-

Y Niektére z takich szczegdlnie waznych miejsc podkreslamy w dowodach uzywajac
zZwrotéw ,,stad”, ,,a zatem” etc.
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walne), a jakie daja si¢ dalej roztozy¢ na ,,czynniki pierwsze”. W prak-
tyce matematycznej stosunkowo skomplikowane przejScia dowodowe
sg traktowane jako prawomocne (przy czym warunkiem jest pewne oby-
cie z przedmiotem badan). Pojawia si¢ problem, co lezy u podtoza tego
typu przejsé i co jest gwarantem ich prawomocno$ci? Problem ma przy-
najmniej dwa aspekty: indywidualny (decyzje pojedynczych matema-
tykéw) i spoteczny (wspdlne reguly dla catej spoleczno$ci matematy-
kéw). Z punktu widzenia kartezjanskiego, u podtoza owych elementar-
nych przej$¢ lezataby pewna zdolnos¢ do intelektualnego ujecia owych
operacji. Z punktu widzenia skrajnego formalizmu, u podtoza owych
przejs¢é leza czysto formalne reguly (mozna powiedzie¢: formalne re-
guly przeksztatcania ciaggéw symboli — w ostatecznym rozrachunku
ciggéw zerojedynkowych, bo kazdy skoriczony cigg symboli daje si¢
tak zakodowad). Jednak kazde z tych wyjasnielt pomija pewne wazne
aspekty: nie ulega przeciez watpliwosci, ze dokonujemy przeksztat-
cen formalnych (a wigc jakies ziarno prawdy tkwi w formalizmie), ale
nie ulega réwniez watpliwosci, ze owe reguly formalne zostaty przy-
jete w sposéb niearbitralny, ale zgodnie z pewnym rozumieniem regul
(a wiec ziarno prawdy tkwi w ujeciu treSciowym).

Ciekawa proba wyjasnienia relacji miedzy tymi aspektami dowo-
déw zostata podjeta przez Azzouniego w pracy ([Azzouni 2004]); jego
koncepcji poSwigcony jest kolejny paragraf.

4. KONCEPCJA AZZOUNIEGO

Azzouni wychodzi od obserwacji, ze matematycy zgadzaja si¢ za-
sadniczo co do poprawnoSci i prawomocnosci dowodéw, pomimo iz ich
w swojej praktyce nie formalizuja. Pojawia si¢ wigc naturalne pytanie,
jakie jest Zrédto owej zgodnoSci.

Jedno z mozliwych uje¢ siega do wyjasnien socjologizujacych,
w mySl ktérych dowdéd matematyczny ma charakter spotecznego kon-
struktu, a warunki spoteczno-kulturowe determinujg, kiedy dowod
uznawany jest za przekonujacy. Owa zgodno$¢ matematykéw ma za-
tem swoje Zrédlo w swoistej umowie spolecznej. Z punktu widzenia
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filozofii postmodernistycznej?® dowdd matematyczny to zestaw tech-
nik retorycznych, stuzacych do zwycigstwa w dyskusji i przekonania
do swoich racji pozostatych cztonkéw komunikacyjnej wspdélnoty. Do-
wdd stanowi wiec skuteczng aplikacje pewnych akceptowanych w danej
spolecznosci technik argumentacyjnych, stanowi pewien czysto kultu-
rowy konstrukt, ktéry — co do istoty — nie rézni si¢ od technik per-
swazyjnych stosowanych np. w kulturach plemiennych. Z tego punktu
widzenia ewentualna formalizowalno$§¢ dowodu nie ma znaczenia —
liczy si¢ bowiem jedynie retoryczna skutecznos¢.

Przedstawiajac 6w poglad w sposéb — dla wyrazistoS§ci — nieco
wyostrzony, akceptacja danych technik dowodowych jest wyrazem he-
gemonii pewnych grup spotecznych (np. biali heteroseksualni mez-
czyZni, cztonkowie klasy Sredniej, wtasciciele nieruchomosci, osoby
jedzace wotowine, wychowankowie MIT lub UCLA, osoby wyznania
katolickiego, cykliSci etc.) i winna by¢ wyjasniana w terminach eks-
kluzywistycznego dyskursu: osoby, ktére wierzag w to, ze 2 +2 = 5
sg poddane opresji i w brutalny sposéb wykluczani ze wspdlnoty, za$
ich (wszak réwnie uprawniony jak kazdy inny) punkt widzenia nie ma
szans na przebicie si¢ w zideologizowanym dyskursie. Akceptacja ta-
kich a nie innych dowodéw ma charakter czysto socjologiczny, podob-
nie jak moda. W tej akurat chwili panuje moda na dowodzenie w pew-
nym stylu, ale réwnie dobrze za 30 lat moze zapanowaé moda na do-
wody np. czysto rysunkowe albo uwzgledniajace stosowne parytety?!.

Azzouni odrzuca wyjasnienia socjologizujace. Jego zdaniem, spo-
feczna zgoda matematykéw dotyczaca dowoddéw ma glebsze przy-
czyny, niz tylko spofeczne: w tle tej zgody lezy pewien swoiScie ro-
zumiany idealny dowdd. Gtéwna teza Azzouniego glosi bowiem, iz
kazdy realny dowdd stanowi swoisty wskaZnik (indicator) tego, ze

20Traktuje ten nurt zbiorczo, zaliczajac do niego réwniez np. mocny program socjo-
logii wiedzy zaaplikowany do matematyki. By¢ moze specjalista w tej dziedzinie uzna
to za uproszczenie — ale przeciez skoro kazdy dyskurs jest rownie dobry jak kazdy
inny, to i dyskurs postugujacy si¢ tym uproszczeniem tez...

2Pojawia si¢ pytanie, skad biorg sie tego typu pomysty w odniesieniu do mate-
matyki. Moim zdaniem nie wynikajg one z poglebionej refleksji nad matematyka, ale
raczej z klimatu intelektualnego, ktdéry zacheca do rezygnacji z poszukiwania racjonal-
nych wyjasnien. (Analizie tych zagadniefi po§wigcona jest praca [Wéjtowicz 2009]).
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w pewnym systemie algorytmicznym istnieje stosowna procedura algo-
rytmiczna (obliczeniowa) stanowigca owg idealng wersje dowodu (deri-
vation) — stad tez bierze si¢ okre§lenie jego koncepciji jako derivation-
indicator view. Azzouni pisze wiec

jesli dowody w gruncie rzeczy stanowig narzedzia, za pomocg
ktérych matematycy przekonuja siebie nawzajem o istnieniu ta-
kiej czy innej mechanicznie weryfikowalnej derywacji, fakt ten
wystarczy do wyja$nienia, dlaczego matematycy zgadzajq si¢ ze
soba co do tego, kiedy pewien dowdd faktycznie dowodzi pew-
nego twierdzenia [Azzouni 2004, 84].

Mozna powiedzied, ze realny dowdd niejako odkrywa fakt istnienia
takiej derywacji ,,w takim czy innym nieformalnie okreslonym syste-
mie algorytmicznym” [Azzouni 2004, 85]. Sam opis owego systemu
nie musi by¢ sformalizowany, natomiast 6w system umozliwia mecha-
niczne rozpoznawanie dowodéw.

Owe derywacje nie muszg by¢ zwigzane z jakim§ z goéry ustalo-
nym systemem formalnym: ,,’systemy algorytmiczne’ nie sa ograni-
czone do pewnej wyrdznionej logiki... ani nawet to pewnego ustalo-
nego jezyka.... To, co jestistotne jest to, ze ‘dowody’, jakkolwiek by nie
byly rozumiane, sg (w zasadzie) mechanicznie rozpoznawalne” [Az-
zouni 2004, 86]. Praktyka matematyczna moze wigc bazowac (nawet
jesli dzieje sie to w sposéb nieu§wiadomiony) na réznego typu syste-
mach algorytmicznych w tle, za§ owe systemy moga by¢ — stosownie
do potrzeb — wzbogacane i rozwijane. Tu Azzouni formutuje waru-
nek, iz jedynym logicznym ograniczeniem dotyczacym owych wzbo-
gacanych systemow jest warunek zachowawczosci, tj. zachowane maja
by¢ wyniki uzyskane we wczedniejszych systemach. Jest to warunek
dos$¢ oczywisty: skoro bowiem w pewnym systemie S udowodnione
zostalo @, to zmodyfikowany (wzmocniony) system S* powinien nadal
umozliwia¢ udowodnienie twierdzenia . Wzmacnianie, uog6lnianie,
faczenie ze sobg réznych teorii matematycznych jest kluczowe dla roz-
woju matematyki, Azzouni pisze wigc ,,centralng role w praktyce ma-
tematycznej odgrywa aczenie ze sobg tych algorytmicznych systeméw
— i ten fakt wyjasnia wiele zjawisk znanych z praktyki, ktére w innym
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wypadku wydawatyby si¢ wymagac¢ odniesienia do obiektéw matema-
tycznych (np. liczb)” [Azzouni 2004, 86-87]. Wyjasnieniem i gwa-
rantem dla wspétdziatania r6znych teorii matematycznych sa wiec owe
procedury algorytmiczne w tle, a nie zaloZenie o istnieniu wspdlnego
przedmiotu odniesienia w postaci obiektéw abstrakcyjnych??.

Na realne dowody matematyczne nalezy zatem patrze¢ jako na ar-
gumenty, ktére wskazuja na istnienie derywacji [Azzouni 2004, 88].
Dowdd dlatego jest przekonujacy dla innych matematykow, ze ,,w tle”
czeka owa derywacja. To wiasnie ona jest uprawdziwiaczem (truth-
maker) dla prawdziwoSci zdait matematycznych (a nie np. konfiguracja
abstrakcyjnych bytéw). Jak sam pisze ,,to derywacja stanowi szkielet
(ciala) dowodu” [Azzouni 2004, 95].

Azzouni oczywiScie zdaje sobie sprawe, Ze matematycy w praktyce
nigdy nie formalizujg dowodéw; co wigcej, zaprezentowanie takiego
sformalizowanego dowodu nie stanowiloby na ogét Zadnego poznaw-
czego zysku z punktu widzenia konkretnej dyscypliny matematyczne;j.
Specjalista od np. analizy zespolonej nie dowie si¢ nic ciekawego ana-
lizujac sformalizowang wersj¢ dowodu jakiegokolwiek twierdzenia (i
z jego punktu widzenia takie analizy bylyby wrecz stratg czasu). Ten
fakt Azzouni bierze pod uwage, zarazem stara si¢ jednak uwzglednic¢
postulat formalizmu, zgodnie z ktérym dowody maja charakter poten-
cjalnie formalny. W $§wietle uwag dotyczacych historycznej ewolucji
rozumienia dowodu matematycznego, mozna powiedzie¢, ze Azzouni
prébuje wyjasni¢ owag ewolucje jako swoiste u§wiadamianie sobie ma-
tematykow, co lezy w tle ich dziatari. Ten proces u§wiadamiania polega
bowiem w gruncie rzeczy na odkrywaniu owego systemu algorytmicz-
nego w tle.

Koncepcja Azzouniego stanowi wigc probe wyjasnienia natury
,-mostu Hilberta”, aczacego krélestwo obiektéw syntaktycznych z kré-
lestwem nieformalnego dyskursu matematycznego®?. Krytycznej ana-

22 Azzouni jest antyrealista, a wiec nie chce odwolywac sie do interpretacji, w mysl
ktérych o prawdziwosci zdari matematycznych decyduje zgodno$¢ z pozamatema-
tyczng rzeczywistoscia.

BRav pisze o ,,moScie Hilberta”: ,,L.aczy dwa krélestwa: formalne krélestwo obiek-
tow syntaktycznych... z krélestwem nieformalnego dyskursu matematycznego” [Rav
1999, 31].
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lizie koncepcji Azzouniego i dyskusji pewnych probleméw zwiazanych
z relacjg miedzy formalnym a nieformalnym aspektem dowodzenia po-
Swiecona jest druga cze$¢ artykutu.
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SUMMARY

MATHEMATICAL PROOF — ARGUMENTATION OR
DERIVATION? — PART 1

The article is devoted to the problem of status of mathematical proofs,
in particular it tries to capture the relationship between the real, ,,semantic”
notion of mathematical proof, and its formal (algorithmic) counterpart. In the
first part, Azzouni’s derivation—indicator view is presented in a detailed way.
According to the DI view, there is a formal derivation underlying every real
proof.



